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Gra camot wepa’
» Nieformalnie, "z zycia™:

Gra — dowolna sytuacja, w ktérej mamy co najmniej 2
jednostki (gracze) podejmujgce decyzje (tu uwagal), Co'to jest gra?
kazda kieruje sie swoim wtasnym celem
(zmaksymalizowac wyptate), przy czym wyptata gracza
zalezy takze od decyzji podjetych przez pozostatych
graczy.
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Gra — dowolna sytuacja, w ktérej mamy co najmniej 2
jednostki (gracze) podejmujgce decyzje (tu uwagal), Co'to jest gra?
kazda kieruje sie swoim wtasnym celem
(zmaksymalizowac wyptate), przy czym wyptata gracza
zalezy takze od decyzji podjetych przez pozostatych
graczy.

Pétformalnie:

Gra — dowolna sytuacja, w ktorej kazdy z co najmniej 2
graczy sposréd dostepnych mu strategii wybiera taka,
ktéra maksymalizuje jego funkcje wyptaty, przy czym
funkcje wyptaty graczy zalezg od catego profilu strategii
— wyboru decyzji wszystkich graczy.
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graczy sposréd dostepnych mu strategii wybiera taka,
ktéra maksymalizuje jego funkcje wyptaty, przy czym
funkcje wyptaty graczy zalezg od catego profilu strategii
— wyboru decyzji wszystkich graczy.

Strategia — okresla, jakie decyzje bedziemy
podejmowaé we wszystkich mozliwych sytuacjach
podczas gry (przez caty jej przebieg).
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Nieformalnie, ”z zycia:

Gra — dowolna sytuacja, w ktérej mamy co najmniej 2
jednostki (gracze) podejmujgce decyzje (tu uwagal), Co'to jest gra?
kazda kieruje sie swoim wtasnym celem
(zmaksymalizowac wyptate), przy czym wyptata gracza
zalezy takze od decyzji podjetych przez pozostatych
graczy.

Pétformalnie:

Gra — dowolna sytuacja, w ktorej kazdy z co najmniej 2
graczy sposréd dostepnych mu strategii wybiera taka,
ktéra maksymalizuje jego funkcje wyptaty, przy czym
funkcje wyptaty graczy zalezg od catego profilu strategii
— wyboru decyzji wszystkich graczy.

Strategia — okresla, jakie decyzje bedziemy
podejmowaé we wszystkich mozliwych sytuacjach
podczas gry (przez caty jej przebieg).

Strategia — funkcja przyporzadkowujgca kazdej sytuacji
w grze decyzje.
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Co to jest gra?

» Formalnie
Gra w postaci strategicznej jest definiowana przez:
» Zbidr graczy — najczesciej I = {1,...,n};
» Zbiory strategii graczy: S;;
» Funkcje wyptaty graczy Pi(Si,. .., Sp).
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Gra w postaci strategicznej jest definiowana przez:
» Zbidr graczy — najczesciej I = {1,...,n};
» Zbiory strategii graczy: S;;
» Funkcje wyptaty graczy Pi(Si,. .., Sp).

» S — profil strategii;
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Co to jest gra?

» Formalnie
Gra w postaci strategicznej jest definiowana przez:

» Zbiér graczy — najczesciej I = {1,...,n};
» Zbiory strategii graczy: S;;
» Funkcje wyptaty graczy Pi(Si,. .., Sp).
» S — profil strategii;
» Wprowadzimy wygodny inny zapis profilu, tak zeby
podkresli¢ wlasny wybor gracza i
[s, S_i] — profil S ze strategig gracza i zamieniong na s.
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» Réwnowaga Nasha — taki wybor strategii przez graczy, Rownowaga Nasha
ze zadnemu nie opfaca sie zmieni¢ strategii, jesli
pozostali nie zmienili swoich.
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» Réwnowaga Nasha — taki wybor strategii przez graczy, Rownowaga Nasha
ze zadnemu nie opfaca sie zmieni¢ strategii, jesli
pozostali nie zmienili swoich.

» Formalnie: rbwnowaga Nasha — taki profil strategii S, ze
dla kazdego gracza i j kazdej strategii s € S;
Pi([s, S-i]) < Pi(S).
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» Réwnowaga Nasha — taki wybor strategii przez graczy, Rownowaga Nasha
ze zadnemu nie opfaca sie zmieni¢ strategii, jesli
pozostali nie zmienili swoich.

» Formalnie: rbwnowaga Nasha — taki profil strategii S, ze
dla kazdego gracza i j kazdej strategii s € S;
Pi([s, S-i]) < Pi(S).

» Jedyny profil w strategii, jaki moze utrzymac sie w grze.
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» Jak zapisac gre, w ktorej jest 2 graczy i kazdy ma kilka Er—
Strateg i? statyczne




Proste gry statyczne -

» Jak zapisac gre, w ktorej jest 2 graczy i kazdy ma kilka Er—
Strateg i? statyczne

A [(23) (1.5 (5.1) (3.6)
swatedle g | (a1) (1.2) (1) (1.1)
eczal ¢ | (a5 (1.7) (0.15) (0.2)

p (a6 (1.7) (0.12) (-1.3)
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Gra koordynaciji samotna wyspa’

» Gra koordynacji, czyli ktérg strong drogi jezdzi¢
P L

P [(1,1) (o,o)]
L | (0,0) (1,1)
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Gra koordynaciji samotna wyspa’

» Gra koordynacji, czyli ktérg strong drogi jezdzi¢
P L

P [(1,1) (0,0)}
L | (0,0) (1,1)

» Dwie réwnowagi Nasha (P, P) i (L, L).




Dylemat wieznia -
» Dwéch kryminalistéw, ztapanych w kradzionym
samochodzie, ktory byt uzyty do napadu na bank,
zamknietych w osobnych celach.
» Dostajg od $ledczego propozycje wspbtpracy.




Dylemat wigeznia
» Dwéch kryminalistéw, ztapanych w kradzionym
samochodzie, ktory byt uzyty do napadu na bank,
zamknietych w osobnych celach.
» Dostajg od $ledczego propozycje wspotpracy.
S NS
S (-15,-15) (0,-20)
NS (-20,0) (-3,-3)
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» Dwéch kryminalistéw, ztapanych w kradzionym o
samochodzie, ktory byt uzyty do napadu na bank,
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» Cokolwiek zrobi drugi z graczy, mnie optaca sie sypac.
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» Dwéch kryminalistéw, ztapanych w kradzionym o
samochodzie, ktory byt uzyty do napadu na bank,
zamknietych w osobnych celach.
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S NS
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NS (-20,0) (-3,-3)
» Cokolwiek zrobi drugi z graczy, mnie optaca sie sypac.
» Jedyna réwnowaga Nasha to (S, S).




Dylemat wieznia R
» Dwéch kryminalistéw, ztapanych w kradzionym o
samochodzie, ktory byt uzyty do napadu na bank,
zamknigtych w osobnych celach.
» Dostajg od Sledczego propozycje wspotpracy.
S NS
S (-15,-15) (0,-20)
NS (-20,0) (-3,-3)
» Cokolwiek zrobi drugi z graczy, mnie optaca sie sypac.
» Jedyna réwnowaga Nasha to (S, S).
» A przeciez -15 < -3!
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Dylemat wigeznia semoing wyspe’
» Dwéch kryminalistéw, ztapanych w kradzionym ¥
samochodzie, ktory byt uzyty do napadu na bank,
zamknietych w osobnych celach.
» Dostajg od Sledczego propozycje wspotpracy.
S NS
S (-15,-15) (0,-20)
NS (-20,0) (-3,-3)
» Cokolwiek zrobi drugi z graczy, mnie optaca sie sypac.
» Jedyna réwnowaga Nasha to (S, S).
» A przeciez -15 < -3!
» A dylemat wieznia, to nie tylko ta jedna konkretna gra,
ale opis wielu sytuacji podejmowania decyzji na
codzien.
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» Dwéch kryminalistéw, ztapanych w kradzionym
samochodzie, ktory byt uzyty do napadu na bank,
zamknietych w osobnych celach.

» Dostajg od Sledczego propozycje wspotpracy.

S NS
S (-15,-15) (0,-20)
NS (-20,0) (-3,-3)

» Cokolwiek zrobi drugi z graczy, mnie optaca sie sypac.

» Jedyna réwnowaga Nasha to (S, S).

» A przeciez -15 < -3!

» A dylemat wieznia, to nie tylko ta jedna konkretna gra,
ale opis wielu sytuacji podejmowania decyzji na
codzien.

» Wiekszo$¢ norm prawnych i kulturowych powstata, zeby
wymuszaé rozwigzanie kooperacyjne w dylematach
wieznia lub ustalaé¢, ktérg z rownowag wybraé¢ w grach
kooperaciji.
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» Gra w tchérza, walka o terytorium albo jastrzebie i
gotebie
Gra nastolatkéw z dwoma samochodami jadgcymi
naprzeciwko siebie.
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gotebie
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» Gra w tchérza, walka o terytorium albo jastrzebie i
gotebie
Gra nastolatkéw z dwoma samochodami jadgcymi
naprzeciwko siebie.
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» Dwie rownowagi Nasha: (Z,NZ) i (NZ, Z).




"Chicken ” lub walka o terytorium e

» Gra w tchérza, walka o terytorium albo jastrzebie i
gotebie
Gra nastolatkéw z dwoma samochodami jadgcymi
naprzeciwko siebie.

4 Nz
Z | (1,1) (0,2)
Nz | (2,0) (-1,-1)
» Dwie rownowagi Nasha: (Z,NZ) i (NZ, Z).

» Trzecia grupa norm prawnych i kulturowych: ustalanie
rol w grach typu “chicken”.
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» Gra w tchérza, walka o terytorium albo jastrzebie i
gotebie
Gra nastolatkéw z dwoma samochodami jadgcymi
naprzeciwko siebie.

4 Nz
Z | (1,1) (0,2)
Nz | (2,0) (-1,-1)
» Dwie rownowagi Nasha: (Z,NZ) i (NZ, Z).

» Trzecia grupa norm prawnych i kulturowych: ustalanie
rol w grach typu “chicken”.

» Czyli hierarchii.
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» Matching pennies czyli Zgaduj-zgadula, w ktérej rece
ztota kula
(0] R
O (_1 , 1 ) (1 , _1 ) Matching pennies
R | (1,-1) (-1,1)
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» Matching pennies czyli Zgaduj-zgadula, w ktérej rece

ztota kula
0] R
O (_1 , 1 ) (1 , _1 ) Matching pennies

R | (1,-1) (-1,1)

» Nie ma rébwnowagi Nasha.
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» Globalny konflikt nuklearny: USA (gracz 1) contra ZSRR
(gracz 2)

Doradca wojskowy USA :

Musimy zapewni¢ krajowi bezpieczenstwo. Tak zaplanujmy
system, zeby wstepnym atakiem moc zniszczy¢ sity ZSRR w
100% i tak rozlokujmy, zeby oni nie mogli tego zrobic.

Globalny konflikt nuklearny
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» Globalny konflikt nuklearny: USA (gracz 1) contra ZSRR :
(gracz 2)
Doradca wojskowy USA :
Musimy zapewni¢ krajowi bezpieczenstwo. Tak zaplanujmy
system, zeby wstepnym atakiem moc zniszczy¢ sity ZSRR w
100% i tak rozlokujmy, zeby oni nie mogli tego zrobic.
A (@)
A | (-90,-90) (10,-100)
o) (_95’ _ 40) (0’ 0) Globalny kontiikt nukiearny
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» Globalny konflikt nuklearny: USA (gracz 1) contra ZSRR 7
(gracz 2)
Doradca wojskowy USA :
Musimy zapewni¢ krajowi bezpieczenstwo. Tak zaplanujmy
system, zeby wstepnym atakiem moc zniszczy¢ sity ZSRR w
100% i tak rozlokujmy, zeby oni nie mogli tego zrobic.

A @
A [ (-90,-90) (10,-100)
O (—95, —40) (0’ 0) Globalny konflikt nuklearny

Matematyk, specjalizujgcy sie w teorii gier.
A jakie sg réwnowagi Nasha?




Zimna wojna

» Globalny konflikt nuklearny: USA (gracz 1) contra ZSRR
(gracz 2)

Doradca wojskowy USA:
Musimy zapewni¢ krajowi bezpieczenstwo. Tak zaplanujmy
system, zeby wstepnym atakiem moc zniszczy¢ sity ZSRR w
100% i tak rozlokujmy, zeby oni nie mogli tego zrobic.
A (0]

A | (-90,-90) (10,-100)

O | (-95,-40) (0,0)
Matematyk, specjalizujacy sie w teorii gier.
A jakie sag réwnowagi Nasha? Tylko (A, A)!
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Zimna wojna samotna wyspa’
» Globalny konflikt nuklearny: USA (gracz 1) contra ZSRR 7
(gracz 2)
Doradca wojskowy USA:
Musimy zapewni¢ krajowi bezpieczenstwo. Tak zaplanujmy
system, zeby wstepnym atakiem moc zniszczy¢ sity ZSRR w
100% i tak rozlokujmy, zeby oni nie mogli tego zrobic.
A O
A | (-90,-90) (10,-100)
0] [ (-95,-40) (0,0) ]
Matematyk, specjalizujgcy sie w teorii gier.
A jakie sag réwnowagi Nasha? Tylko (A, A)!
Wiec moze lepiej:
A O
A | (-90,-90) (-40,-95)
0] [ (95, -40) (0,0) }

Globalny konflikt nuklearny
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» Globalny konflikt nuklearny: USA (gracz 1) contra ZSRR
(gracz 2)

Doradca wojskowy USA:
Musimy zapewni¢ krajowi bezpieczenstwo. Tak zaplanujmy
system, zeby wstepnym atakiem moc zniszczy¢ sity ZSRR w
100% i tak rozlokujmy, zeby oni nie mogli tego zrobic.
A (0]
A | (-90,-90) (10,-100)
0] [ (-95,-40) (0,0) ]
Matematyk, specjalizujgcy sie w teorii gier.
A jakie sag réwnowagi Nasha? Tylko (A, A)!
Wiec moze lepiej:
A (0]
A | (-90,-90) (-40,-95)
(0] [ (95, -40) (0,0) }
czyli tak zaplanujmy system, zeby wstepnym atakiem nie
moc zniszczy¢ ich sit w 100%. | bgdZzmy przygotowani do
odwetu, a nie ataku. | niech oni o tym wiedzg! Bo réwnowagi

Globalny konflikt nuklearny




"Nikt nie jest

Bardziej ztozone gry i inne postaci gier semeing wyspel

» gry kooperacyjne — gracze moga sie umawiac;
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realistyczne w zastosowaniach ekonomicznych;
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» gry z nieskohczenie wieloma strategiami — bardziej
realistyczne w zastosowaniach ekonomicznych;

» gry z nieskonczenie wieloma graczami — dobrze opisuja
zjawiska, kiedy podejmujgcych decyzje jest wielu —w
ekonomii juz 30 graczy zachowuje sie jak modelowe

Continuum; Bardziej ztozone
ary
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» gry z nieskohczenie wieloma strategiami — bardziej
realistyczne w zastosowaniach ekonomicznych;

» gry z nieskonczenie wieloma graczami — dobrze opisuja
zjawiska, kiedy podejmujgcych decyzje jest wielu —w
ekonomii juz 30 graczy zachowuje sie jak modelowe

continuum ) Bardziej ztozone
ary
» gry ewolucyjne — zastosowania m.in. w biologii i

socjologii;




"Nikt nie jest

Bardziej ztozone gry i inne postaci gier semeing wyspel

» gry kooperacyjne — gracze moga sie umawiac;
» gry z nieskohczenie wieloma strategiami — bardziej
realistyczne w zastosowaniach ekonomicznych;

» gry z nieskonczenie wieloma graczami — dobrze opisuja
zjawiska, kiedy podejmujgcych decyzje jest wielu —w
ekonomii juz 30 graczy zachowuje sie jak modelowe

continuum ) Bardziej ztozone
ary
» gry ewolucyjne — zastosowania m.in. w biologii i

socjologii;
» gry dynamiczne — zastosowania m.in. w eksploataciji
zasobéw naturalnych;
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Gry dynamiczne w najprostszym ujeciu R

» rozgrywane w czasie, dyskretnym T =0, ..., T lub
ciaglym T = [0, T) dla T skonczonego lub
nieskonczonego;

Gry dynamiczne




Gry dynamiczne w najprostszym ujeciu -
» rozgrywane w czasie, dyskretnym T =0, ..., T lub
ciaglym T = [0, T) dla T skonczonego lub
nieskonczonego;
» w pewnym systemie, o zbiorze stanow X.

Gry dynamiczne
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» rozgrywane w czasie, dyskretnym T =0, ..., T lub
ciaglym T = [0, T) dla T skonczonego lub
nieskonczonego;

» w pewnym systemie, o zbiorze stanow X.

» Gracz i w kazdej chwili T wybiera decyzje ze zbioru Dj.

Gry dynamiczne
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Gry dynamiczne w najprostszym ujeciu R

» rozgrywane w czasie, dyskretnym T =0, ..., T lub
ciaglym T = [0, T) dla T skonczonego lub
nieskonczonego;

» w pewnym systemie, o zbiorze stanow X.

» Gracz i w kazdej chwili T wybiera decyzje ze zbioru Dj.

» A wigc strategie S; — funkcje z T w Dj;, mierzalne w
przypadku czasu ciggtego.

Gry dynamiczne
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Gry dynamiczne w najprostszym ujeciu R

>

rozgrywane w czasie, dyskretnym T =0,..., T lub
ciaglym T = [0, T) dla T skonczonego lub
nieskonczonego;
w pewnym systemie, o zbiorze stanéw X.
Gracz i w kazdej chwili T wybiera decyzje ze zbioru D;.
A wigc strategie S; — funkcje z T w D;, mierzalne w
przypadku czasu ciggtego.
Wyp’rata ma postac¢ N;(S) =
Z,T o Pi(S(t ) ( )) przy czasie dyskretnym,
= fo /(S(t), X(t))dt przy czasie ciagtem;

Gry dynamiczne
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Gry dynamiczne w najprostszym ujeciu R

>

rozgrywane w czasie, dyskretnym T =0,..., T lub
ciaglym T = [0, T) dla T skonczonego lub
nieskonczonego;
w pewnym systemie, o zbiorze stanéw X.
Gracz i w kazdej chwili T wybiera decyzje ze zbioru D;.
A wiec strategie S; — funkcje z T w D;, mierzalne w
przypadku czasu ciggtego.
Wyp’rata ma postac¢ N;(S) =
Z,T o Pi(S(t ) ( )) przy czasie dyskretnym,
= fo /(S(t), X(t))dt przy czasie ciagtem;

gd2|e X Jest zdef|n|owane przez réwnania

> X(t+1) = ¢(X(t), S(t)) przy czasie dyskretnym,

» X(t) = ¢(X(t), S(t)) przy czasie ciagtym;

» z warunkiem poczatkowym X(0) = xo.

Gry dynamiczne
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Gry dynamiczne w najprostszym ujeciu R

>

rozgrywane w czasie, dyskretnym T =0,..., T lub
ciaglym T = [0, T) dla T skonczonego lub
nieskonczonego;
w pewnym systemie, o zbiorze stanéw X.
Gracz i w kazdej chwili T wybiera decyzje ze zbioru D;.
A wiec strategie S; — funkcje z T w D;, mierzalne w
przypadku czasu ciggtego.
Wyp’rata ma postac¢ N;(S) =
Z,T o Pi(S(t ) ( )) przy czasie dyskretnym,
= fo /(S(t), X(t))dt przy czasie ciagtem;

gd2|e X Jest zdef|n|owane przez réwnania

> X(t+1) = ¢(X(t), S(t)) przy czasie dyskretnym,

» X(t) = ¢(X(t), S(t)) przy czasie ciagtym;

» z warunkiem poczatkowym X(0) = xo.
Obliczenie rownowagi Nasha w grze dynamicznej —
rownoczesne rozwigzanie problemow optymalizaciji
dynamicznej dla wszystkich graczy — kazdy wzgledem
swojej strategii.

Gry dynamiczne
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» Rownowaga Nasha — taki profil strategii, ze zadnemu z
graczy nie optaca sie zmienic¢ strategii, jesli pozostali
nie zmienili swoich.

Quasi-
podsumowanie




"Nikt nie jest
samotng wyspg”

» Rownowaga Nasha — taki profil strategii, ze zadnemu z
graczy nie optaca sie zmieni¢ strategii, jesli pozostali
nie zmienili swoich.

» Rownowagi Nasha — jedyne profile strategii, ktére moga
utrzymac sie w grze.

Quasi-
podsumowanie




"Nikt nie jest
samotng wyspg”

» Rownowaga Nasha — taki profil strategii, ze zadnemu z
graczy nie optaca sie zmieni¢ strategii, jesli pozostali
nie zmienili swoich.

» Rownowagi Nasha — jedyne profile strategii, ktére moga
utrzymac sie w grze.

» Jesli jest jedna rownowaga Nasha, racjonalni gracze
beda ja grali.

Quasi-
podsumowanie




"Nikt nie jest
samotng wyspg”

Rownowaga Nasha — taki profil strategii, ze zadnemu z
graczy nie optaca sie zmieni¢ strategii, jesli pozostali
nie zmienili swoich.

Rownowagi Nasha — jedyne profile strategii, ktére moga
utrzymac sie w grze.

Jesli jest jedna réwnowaga Nasha, racjonalni gracze
beda ja grali.

Jesli jest wiecej niz jedna rownowaga Nasha, to nie
wiadomo, ktéra bedzie grana, ale jak juz gracze ja
wybiorg, to sama informacja o tym jest przydatna
kazdemu z graczy i gracze nie tracg na poinformowaniu
o tym, co graja. Quasi-
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W grach dynamicznych obliczanie rownowagi Nasha

taczy ze sobg optymalizacje dynamiczng z szukaniem

punktu statego w przestrzeni funkcji — a wiec zawsze

znajdzie sie ciekawa praca dla matematyka.
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» Co robi¢, jak nie ma réwnowagi Nasha?
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Co robi¢, jak nie ma rownowagi Nasha?

Jakikolwiek profil strategii bytby wybierany, gracz traci
na zdradzeniu informaciji, ktoérg strategie wybiera.

Co jesli gratbym w te gre, na przyktad ,Matching
pennies” wielokrotnie z tym samym przeciwnikiem?

| doszlismy do koncepciji strategii mieszanych.
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Co jesli gratbym w te gre, na przyktad ,Matching
pennies” wielokrotnie z tym samym przeciwnikiem?

| doszlismy do koncepciji strategii mieszanych.

W strategii mieszanej gracz losuje z ustalonym przez
siebie prawdopodobienstwem, ktérg z
dotychczasowych strategii (strategii czystych) wybierze.
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Co robi¢, jak nie ma rownowagi Nasha?

Jakikolwiek profil strategii bytby wybierany, gracz traci
na zdradzeniu informaciji, ktoérg strategie wybiera.

Co jesli gratbym w te gre, na przyktad ,Matching
pennies” wielokrotnie z tym samym przeciwnikiem?

| doszlismy do koncepciji strategii mieszanych.

W strategii mieszanej gracz losuje z ustalonym przez
siebie prawdopodobienstwem, ktérg z
dotychczasowych strategii (strategii czystych) wybierze.
Strategii mieszanych jest znacznie wiecej niz czystych. o
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Kazda gra ze skonczenie wieloma strategiami ma
rownowage Nasha w strategiach mieszanych.
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Dziekuje za uwage!
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