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Zbiér E C R nazywamy wzglednie gestym w sensie Bohra, jesli
istnieje liczba / > 0 taka, ze w kazdym przedziale otwartym
o dtugosci /, zawartym w R, istnieje co najmniej jeden element z E.
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Funkcje ciagta f: R — R nazywamy prawie okresowa w sensie Bohra,
jesli dla kazdego € > 0 zbidr {7 € R : sup,cg|f(t+7) — f(t)| <&}
jest wzglednie gesty w sensie Bohra.

Funkcja ciagta f: R — R jest jednostajnie prawie okresowa wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu (7,)nen, istnieje podciag (7, )ken
taki, ze (f(t + 7n,))ken jest jednostajnie zbiezny na R.




Funkcje ciagta f: R — R nazywamy prawie okresowa w sensie
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Funkcje ciagta f: R — R nazywamy prawie okresowa w sensie
Lewitana, jezeli dla kazdego € > 0 i dla kazdego skonczonego zbioru
M C R, istnieje wzglednie gesty zbior E w R taki, ze

E—EC{reR:|f(t+7)—f(t)] <e dla wszystkich t € M}.

Rozwazmy funkcje f(t) = 2 + cos(t) + cos(v/2t) dla t € R.
@ Funkcja f jest jednostajnie prawie okresowa.

@ Funkcja 1/f jest prawie okresowa w sensie Lewitana oraz nie-
ograniczona.

e Funkcja sin(f) jest prawie okresowa w sensie Lewitana oraz
ograniczona.



Niech f: R — R bedzie funkcja ciggta. NWSR:
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e funkcja f: (R, B) — (R, &) jest ciagta; B oraz £ oznaczajj tutaj
odpowiednio topologie Bohra oraz topologie euklidesowa.




Niech f: R — R bedzie funkcja ciggta. NWSR:

o funkcja f jest prawie okresowa w sensie Lewitana;

e dla kazdego ciagu (7,)nen istnieje podciag (7p, )ken taki, ze

lim  f(t+ 7h, — 7o) = f(t) dla kazdego t € R;
min{/,k}—o0
e funkcja f: (R, B) — (R, &) jest ciagta; B oraz £ oznaczajj tutaj
odpowiednio topologie Bohra oraz topologie euklidesowa.

Topologia Bohra na R nazywamy najmocniejsza topologie, stabsza
niz topologia euklidesowa, przy ktérej R jest catkowicie ograniczona
grupa topologiczna.




o Jedli f, g sa funkcjami LAP, to wéwczas f + g oraz f - g s3 réwniez
funkcjami LAP.
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o Jedli f, g sa funkcjami LAP, to wéwczas f + g oraz f - g s3 réwniez
funkcjami LAP.

o Jedli f is funkcja LAP oraz f(t) # 0 dla kazdego t € R, to 1/f jest
rowniez funkcja LAP.

e Granica jednostajnie zbieznego ciagu (f,)nen funkcji LAP jest funkcja
LAP.

o Jedli f jest funkcja LAP i g: R — R jest funkcja ciggta, to super-
pozycja g o f jest funkcjg LAP.
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d(f,g) =min{l, ||f — g||,} dla f,g € LAP(R).
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(LAP(R), d) jest zupetna przestrzenia metryczna, gdzie

d(f,g) =min{l, ||f — g||,} dla f,g € LAP(R).

Topologia zbieznosci jednostajnej na przestrzeni LAP(R) nie jest
liniowa, poniewaz mnozenie przez skalary nie jest ciggte.

Dla dowolnej funkcji ciagtej f: R — R istnieje ciag (fp)nen funkgji
LAP, ktéry jest niemal jednostajnie zbiezny do f, to znaczy (f,)nen
zbiega do f, jednostajnie na kazdym zwartym podzbiorze zbioru R.




Niech £ bedzie o-algebra podzbioréw zbioru R, ktére s mierzalne
w sensie Lebesgue’a, p—miara Lebesgue’a na £ oraz niech L(R)
bedzie przestrzenig wszystkich £-mierzalnych funkcji f: R — R.



Niech £ bedzie o-algebra podzbioréw zbioru R, ktére s mierzalne
w sensie Lebesgue’a, p—miara Lebesgue’a na £ oraz niech L(R)
bedzie przestrzenig wszystkich £-mierzalnych funkcji f: R — R.

Funkcje f € LO(R) nazywamy pu-prawie okresowa, jezeli dla kazdych
e > 0 oraz n > 0, zbidr

{reR:supp({x€uu+1]:|f(t+71) () > n}) <e}
ueR

jest wzglednie gesty. Symbolem M(R) oznaczaé bedziemy zbiér
wszystkich funkcji p-prawie okresowych.




Dla > 0 oraz f, g € L°(R) definiujemy

D(n; f,g):= 32@#(& € [u,u+1]: [f(x) — g(x)| > n}).



Dla > 0 oraz f, g € L°(R) definiujemy

D(n; f, g)= igﬂgu({x € [u,u+1]: |f(x) — g(x)| = n}).

Ciag (fn)nen, gdzie f, € L°(R) dla n € N, nazywamy D-zbieznym do
funkcji £ € LO(R), jedli spetniony jest nastepujacy warunek:

YVe>0 Vn>0 INEN Vn>N D(n;f,f)<e.

Funkcje f nazywamy D-granica ciagu (f,)nen-




@ Niech (\,)nen bedzie dowolnym ciggiem liczb dodatnich, zbieznym
do zera. Definiujemy

LO(R)= {fe LO°(R) : lim sup,u({xe [u, u+1] :|f(x)]|> %})—0}

n—oo ueR

Jesli f jest p-prawie okresowa, to f € LI(R).



@ Niech (\,)nen bedzie dowolnym ciggiem liczb dodatnich, zbieznym
do zera. Definiujemy

LO(R)= {fe LO°(R) : lim sup,u({xe [u, u+1] :|f(x)]|> %})—0}

n—oo ueR

Jesli f jest p-prawie okresowa, to f € LI(R).

o Jedli f, g sg funkcjami u-prawie okresowymi, to wéwczas f + g oraz
f - g sa réwniez funkcjami p-prawie okresowymi.



@ Niech F: Q - C, gdzie Q ={x+iyecC:—-a<y<a},a>0,
bedzie ograniczong funkcjg holomorficzng. Zatézmy, ze funkcja
g: R — R dana wzorem g(x) = F(x) dla x € R jest prawie
okresowa w sensie Bohra. Wéwczas funkcja f zdefiniowana wzorem

1
— dla x € R takich, ze g(x) # 0,

f(x) = g(x)
0 dla x € R takich, ze g(x) =0,

jest p-prawie okresowa.
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g: R — R dana wzorem g(x) = F(x) dla x € R jest prawie
okresowa w sensie Bohra. Wéwczas funkcja f zdefiniowana wzorem

1
— dla x € R takich, ze g(x) # 0,
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0 dla x € R takich, ze g(x) =0,

jest p-prawie okresowa.

e Jesli ciag (fp)nen funkgji pu-prawie okresowych jest D-zbiezny do
funkcji f € L°(R), to f € M(R).



Funkcjonat | -] : LO°(R) — R definiujemy wzorem

vt |f(1)] ,
fl = su / — L _d¢, gdzie f € L°(R).
=2 ), Teiro* ® ®




Funkcjonat | -] : LO°(R) — R definiujemy wzorem

vt |f(1)] : 0
fl = su / ————dt, gdzie f € L°(R).
=2 ), Teiro* ® ®

Przy pomocy powyzszego funkcjonatu definiujemy w klasyczny sposéb
metryke na LO(R), ktéra po obcigciu do L9(R) jest zupetna. Ponadto
mozna udowodnié, ze ciag (f,)nen, gdzie f, € L°(R) dla n € N, jest
D-zbiezny do funkgji f € LO(R) wtedy i tylko wtedy, gdy (f,)nen jest
zbiezny do f wzgledem metryki generowanej przez ten funkcjonat.



Funkcjonat | -] : LO°(R) — R definiujemy wzorem

vt |f(1)] ,
fl = su / — L _d¢, gdzie f € L°(R).
=2 ), Teiro* ® ®

Przy pomocy powyzszego funkcjonatu definiujemy w klasyczny sposéb
metryke na LO(R), ktéra po obcigciu do L9(R) jest zupetna. Ponadto
mozna udowodnié, ze ciag (f,)nen, gdzie f, € L°(R) dla n € N, jest
D-zbiezny do funkgji f € LO(R) wtedy i tylko wtedy, gdy (f,)nen jest
zbiezny do f wzgledem metryki generowanej przez ten funkcjonat.

Przestrzen (M(R),|-|) jest domknieta podprzestrzenia zupetnej
przestrzeni (Lg(]R), I'), co oczywiscie implikuje, ze jest to przestrzeri
zupetna.



Operator superpozycji F, generowany przez funkcje f: R x R — R,
dziata w przestrzeni (LAP(R), d) i jest jednostajnie ciggty wtedy
i tylko wtedy, gdy spetnione s3 nastepujace warunki:

o dla kazdego u € R funkcja s — f(s, u) jest funkcja LAP;

e funkcja u— f(t, u) jest jednostajnie ciggta na R, jednostajnie
wzgledem t € R, to znaczy dla kazdego € > 0 istnieje § > 0
takie, ze sup,cp|f(t, u) — f(t,v)| < ¢, jesli tylko |u—v| < ¢ dla
u,v e R.




Niech f: R — R bedzie ograniczona funkcja LAP oraz niech
g: R — R bedzie funkcja catkowalng w sensie Lebesgue’a. Wéwczas
splot f *x g: R — R jest ograniczony i prawie okresowy w sensie
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Niech f: R — R bedzie ograniczona funkcja LAP oraz niech
g: R — R bedzie funkcja catkowalng w sensie Lebesgue’a. Wéwczas
splot f *x g: R — R jest ograniczony i prawie okresowy w sensie
Lewitana.

Nie istnieje nietrywialna oraz ograniczona funkcja LAP, ktéra bytaby
catkowalna w sensie Lebesgue'a z p-t3 potega, gdzie 1 < p < 4o00.

Splot nieograniczonej funkcji LAP z funkcja catkowalna w sensie
Lebesgue'a moze nie istniec.




Splot funkcji p-prawie okresowej z funkcja catkowalna w sensie
Lebesgue'a moze nie istniec.




Splot funkcji p-prawie okresowej z funkcja catkowalna w sensie
Lebesgue'a moze nie istniec.

Istnienie splotu funkcji p-prawie okresowej z funkcja catkowalna
w sensie Lebesgue’a nie musi implikowaé, ze jest on funkcja p-prawie
okresowsa.




Funkcje g\: R — R, gdzie A < 0, okreslamy wzorem

e dla x > 0,
g\(x) =

0 dla x < 0.




Funkcje g\: R — R, gdzie A < 0, okreslamy wzorem
{eAX dla x > 0,

X) =
el =1, Al s = @,

Jesli funkcja p-prawie okresowa f spetnia warunek

Ve>0 30>0 YueR VAC [u,u+1]
M(A)<5=,/|f(t)|dt<e,
A

to splot f x g istnieje dla kazdego x € R i jest on funkcja prawie
okresowa w sensie Bohra.




Funkcje g: R — R, gdzie A < 0, okre$lamy wzorem

¥ dla x > 0,
ax) =

0 dla x < 0.




Funkcje g: R — R, gdzie A < 0, okre$lamy wzorem

(x) @ dla x > 0,
X) =
& 0 da= 0!

Niech f bedzie nieujemna funkcja u-prawie okresowa. Jesli splot f gy
istnieje oraz

u+1
sup f(t)dt = 400,
ueR Ju

to nie jest on funkcja p-prawie okresowa.




Dla kazdego A < 0 zachodzi

e)\t

lim =0.
t—-+00 2 + cos(t) + cos(v/2t)




Dla kazdego A < 0 zachodzi

e/\t

lim =0
t—-+00 2 + cos(t) + cos(v/2t)

Bezposredni dowdd powyzszego faktu nie jest trywialny i jest on
oparty na subtelnym zastosowaniu aproksymacji diofantycznych oraz
nastepujacego kryterium.



Niech a € R oraz niech f,g: R — R bedj takie, ze:

e funkcja f jest niemalejaca oraz f(t) > 0 na (a, +00);
o funkcja g jest ciagta oraz g(t) > 0 na (a, +00);
@ wszystkie punkty w (a,+00), w ktérych g osiaga minimum
lokalne, tworza ciag rosnacy (an)nen, rozbiezny do +oo.
Wiedy
fim  —2n)__ = im0 _ g,
n—-+o0 g(an+1) t—+oo g(t)




Dla kazdego A < 0 zachodzi

e/\t

lim =0.
t—-+00 2 + cos(t) + cos(v/2t)

Dla kazdej funkcji f: R — (0,+00), kazdego a € R oraz kazdego
e > 0 istnieja b € R oraz ciag (tn)nen rozbiezny do +oo i taki, ze

f(tn)

a— bl <e oraz lim +00.
|

n—-+oo 2 + cos(t,) + cos (bty) a




Rozwazmy réwnanie rézniczkowe liniowe pierwszego rzedu postaci

X'(t) = Mx(t) + f(¢), teR.



Rozwazmy réwnanie rézniczkowe liniowe pierwszego rzedu postaci

X'(t) = Mx(t) + f(¢), teR.

Niech f € LAP,(R) oraz niech A < 0. Wéwczas powyzsze réwnanie
posiada ograniczone rozwigzanie LAP dane wzorem

(= [ too HMe-9f(s)ds,  teR. (S)




Rozwazmy semiliniowe réownanie rézniczkowe pierwszego rzedu

X'(t) = Mx(t) + f(t, x(¢)), teR.



Rozwazmy semiliniowe réownanie rézniczkowe pierwszego rzedu
X'(t) = Mx(t) + f(t, x(¢)), teR.
Zatézmy, ze ograniczona funkcja f: R x R — R jest taka, ze:

e dla kazdego u € R funkcja t +— f(t, u) jest LAP;
e istnieje L > 0 takie, ze |f(t,u) — f(t,w)| < Lju — w| dla
wszystkich t, u,w € R.



Rozwazmy semiliniowe réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu
X'(t) = Mx(t) + f(t, x(¢)), teR.
Zatézmy, ze ograniczona funkcja f: R x R — R jest taka, ze:

e dla kazdego u € R funkcja t — f(t, u) jest LAP;
e istnieje L > 0 takie, ze |f(t,u) — f(t,w)| < Lju — w| dla
wszystkich t, u, w € R.

Przy powyzszych zatozeniach, jesli A < 0 oraz L < |A|, to semili-
niowe réwnanie rézniczkowe posiada jedyne prawie automorficzne
rozwigzanie (w sensie Bochnera).




Rozwazmy réwnanie rézniczkowe liniowe pierwszego rzedu postaci
X'(t) = Mx(t) + f(¢), t eR,

gdzie A < 0 oraz funkcja f: R — R jest ciaggta i pu-prawie okresowa.



Rozwazmy réwnanie rézniczkowe liniowe pierwszego rzedu postaci
X'(t) = Mx(t) + f(¢), t eR,
gdzie A < 0 oraz funkcja f: R — R jest ciaggta i pu-prawie okresowa.

Przypomnijmy réwniez, ze przez (S) oznaczyli$my nastepujaca funkcje

t
x(t) = / N9f(s)ds,  teR.



Rozwazmy réwnanie rézniczkowe liniowe pierwszego rzedu postaci
X'(t) = Mx(t) + f(t), teR,

gdzie A < 0 oraz funkcja f: R — R jest ciaggta i pu-prawie okresowa.

Przy powyzszych zatozeniach, zachodzi jedna z nastepujacych

mozliwosci:
e funkcja (S) jest u-prawie okresowym rozwigzaniem powyzszego
réwnania;

e funkcja (S) jest rozwigzaniem powyzszego réwnania, ale nie jest
p-prawie okresowa;

e funkgcja (S) nie jest rozwigzaniem powyzszego réwnania.




© S. Bochner, Beitrage zur Theorie der fastperiodischen Funktionen,
I. Teil: Funktionen einer Variablen, Math. Ann. 96 (1927),
119-147.

@ D. Bugajewski, X.-X. Gan, P. Kasprzak, Mappings of higher order
and nonlinear equations in some spaces of almost periodic
functions, Nonlinear Anal. Theory, Methods and Applications 75
(2012), 5294-5310.

© D. Bugajewski, A. Nawrocki, Some remarks on almost periodic
functions in view of the Lebesgue measure with applications to
linear differential equations, submitted.

@ S. Stoinski, Almost periodic functions in the Lebesgue measure,
Comment. Math. Prace Mat. 34 (1994), 189-198.

© S. Stoinski, Funkcje prawie okresowe, Wydawnictwo Naukowe
UAM, Poznan 2008.



Dziekuje
za
uwage



