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Rownanie reakcji-dyfuzji

Rozwazmy skalarne réwnanie reakcji-dyfuzji

1) U — e =flu)  wRx(0,00),

gdzie f: R — R przypomina wielomian trzeciego stopnia.
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State 0 i 1 sg stabilnymi rozwiazaniami réwnania (1) (f' < 0w
punktach z = 0, 1), natomiast stata a jest rozwigzaniem
niestabilnym (f’ > 0 w punkcie z = a).

Stad réwnanie (1) nazywamy bistabilnym.
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Bistabilne fale biegnace

Szukamy bistabilnych fal biegngcych tzn. rozwiazan u rownania
(1) postaci
u(x,t) = v(x — ot),
przy czym profil v i predkos¢ o nalezy wyznaczy¢ w taki sposob,
aby
u—0 dlax — —oo, u—1 dlax— +oo.

Chcemy zatem, by fala biegnaca umozliwiata przejscie miedzy
dwoma stanami stabilnymi z = 0, 1 przyjmowanymi dla
X = to0.
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Rownanie rézniczkowe II rzedu

Podstawiajac s = x — ot widzimy, ze funkcja v musi spetniac
jedno réwnanie zwyczajne II rzedu

v+ ov +f(v)=0 (’:d>

ds
i warunki
lim v(s)=1, lim v(s)=0, lim v'(s)=0.
s—+400 §——00 s—*+oo
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Uktad dwdch réwnan I rzedu

Lub réwnowaznie uktad dwdch réwnan autonomicznych I rzedu

=w

2 v
( ) WI =—ow _f(v)z

z warunkami

lim (v,w) = (1,0), lirjl (v,w) = (0, 0).

S——+o00 §——00
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Punkty stacjonarne potoku

Latwo sprawdzi¢, ze

o (0,0)i(1,0) sa siodlowymi punktami stacjonarnymi
potoku generowanego przez (2),

o portrety fazowe wokoét tych punktéow wygladaja jak na
rysunku.
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Portret fazowy

(0,0) (1,0) v

Stable and unstable curves
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Kluczowa obserwacja

Fakt

Istnienie orbity heteroklinicznej uktadu (2) z punktu (0, 0) do
punktu (1, 0) implikuje istnienie bistabilnej fali biegnqcej o
predkosci o dla rownania reakcji-dyfuzji (1).
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Przyktad Conleya

W ksigzce Charlesa Conleya Isolated Invariant Sets and the Morse
index (CBMS Reg. Conf. Ser. in Math. 38, AMS, 1978) znajduje
sie nastepujacy przyktad. Rozwazmy uktad réwnan

dx/dt =y,
dy/dt =0y —x(x—1/3)(1 —x).

Twierdzenie
Dla pewnego 0 istnieje orbita heterokliniczna z (0,0) do (1, 0).
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takie, ze

° ¢(0,x) =x,
o @(t,p(s,x)) = @(t+s,x).

Oznaczenia
oJesiiIc RiACX, to @(LA):={¢(t,x)|t € ITandx € A}.

o Dla N C X zbidr Inv(N) :={x € X| ¢(R,x) C N} nazywamy
czesciq niezmienniczq zbioru N.

o Méwimy, ze S C X jest niezmienniczy, jesli Inv(S) = S.
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Niech S C X bedzie zwartym zbiorem niezmienniczym.

o Zwarty zbidr N C X nazywamy otoczeniem izolujgcym, jesli
Inv(N) C int(N).

o S nazywamy izolowanym zgwartym gbiorem niezmienniczym,
jesli S = Inv(N) dla pewnego otoczenia izolujacego N.

o Zbiér A C L nazywamy dodatnio niezmienniczym w L, jesli
warunki x € Ai ¢([0,t],x) C L implikuja, ze ¢([0,t],x) C A.

o Podzbidr A zbioru L nazywamy zbiorem wyjscia dla L, jesli z
tego, ze x € Li ¢([0, ),x) ¢ L, wynika, ze istnieje t > 0
takie, ze @([0,t],x) C Li @(t,x) € A.
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Para indeksowa

Niech S bedzie izolowanym zwartym zbiorem niezmienniczym.
Pare zbioréw zwartych (N, N°) nazywamy parq indeksowq dla S
jesli:

(i) S =Inv(cl(N'\N?)) C int(N! \ NY),

(ii) N° jest dodatnio niezmienniczy w N,

(iii)) NY jest zbiorem wyjscia dla N'.
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Indeks Conleya

Definicja
Homologiczny indeks Conleya zbioru S okres$lamy jako

CH,(S) := H.(N'/N°, [N°]) ~ H. (N!,N°),

gdzie (N1, N9) is jest jakakolwiek para indeksowa dla S.
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Rozklad Morse’a

Niech S bedzie izolowanym zwartym zbiorem niezmienniczym.
Definicja

Rodzine {M;}] parami roztacznych zwartych niezmienniczych
podzbioréw zbioru S nazywamy rozktadem Morse’a, jezeli dla
kazdego x € S\ U, M; istnieja indeksy i < j takie, ze

wt(x) C Mjand w™ (x) C M;.

Zbiory M; nazywamy gzbiorami Morse’a.
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Rozklad Morse’a

Uwaga

Jak widac¢ rozktad Morse’a to taki uktad punktéw stacjonarnych
(ogdlniej zwartych zbioréw niezmienniczych), ktéry nie
dopuszcza cykli czyli skoniczonych ciggéw orbit skierowanych
zaczynajacych i koniczacych sie w tym samym punkcie (zbiorze).
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Para atraktor-repeler

o Najprostszy nietrywialny rozktad Morse’a izolowanego
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Para atraktor-repeler

o Najprostszy nietrywialny rozktad Morse’a izolowanego
zwartego zbioru niezmienniczego S sktada sie z dwéch
elementow {M;, M5}.

o Nazywamy go parq atraktor-repeler w S.

o Zbidr orbit tgczqcych z My do M1 w S okreslamy jako

C(Mg,Mq;S):={xeS|lwt(x) c M1, w (x) C My}
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Trojka indeksowa

Definicja
Tréjka indeksowa dla pary atraktor-repeler {M, My} w S trdjke
zbioréw zwartych N° ¢ N C N? taka, ze

o (N2 ,N°) jest para indeksowa dla S,

o (N?,N1) jest para indeksowa dla M,

o (N',N9) jest para indeksowa dla M.
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Ciag doktadny dla pary atraktor-repeler

Niech 0 oznacza odwzorowanie brzegu w dtugim ciaggu
doktadnym homologii tréjki:
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Ciag doktadny dla pary atraktor-repeler

Niech 0 oznacza odwzorowanie brzegu w dtugim ciaggu
doktadnym homologii tréjki:

—» H (N1, N%) = H.(N2,N°) — H (N2, N') 2 H,_{(N!,N°) —

Nastepujace twierdzenie wiaze powyzszy ciag doktadny z
dynamika potoku.

Twierdzenie
Jesli 0 +# 0, to C(Mo, My;S) # 0.
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Wiasnos$¢ kontynuacji dla indeksu Conleya

Rozwazmy ciagla rodzine potokéw @, : R xX — X, gdzie

A € (a,b).

Definicja

Niech N C X bedzie zwarty. Niech S) = Inv(N, ¢, ). Mowimy, ze
dwa izolowane zwarte zbiory niezmiennicze Sy, i S), sa

polaczone przez kontynuacje, jezeli N jest otoczeniem
izolujacym dla wszystkich @y, gdzie A € [Ag, A1].

Indeks Conleya jest niezmienniczy ze wzgledu na kontynuacje.

Twierdzenie
Jezeli dwa izolowane zwarte gbiory niezmiennicze Sy, 1 Sx, sq
potaczone przez kontynuacje, to CH..(Sx,) = CH.(Sy,).
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Wiasnos¢ kontynuacji dla pary atraktor-repeler

Uwaga

Wriasnos¢ kontynuacji mozna tez sformutowac dla rozktadow
Morse’a. W szczegdlnym przypadku pary atraktor-repeler
wlasnosc¢ kontynuacji formulujemy uzywajac ciagu doktadnego
homotopii lub homologii.
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Twierdzenie

Przypomnijmy nasze twierdzenie.
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Twierdzenie

Przypomnijmy nasze twierdzenie.

Twierdzenie
Dla pewnego 0 istnieje orbita tqczqca z (0,0) do (1, 0) potoku
fazowego generowanego przez uktad réwnan

dx/dt =y,
dy/dt =0y —x(x—1/3)(1 —x).
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Szkic dowodu 1

Zatézmy, ze parametr 6 € (0, co). Przypusémy, ze dla zadnej
wartosci parametru 6 > 0 nie ma orbity taczacej z punktu (0, 0)
do punktu (1,0).
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Szkic dowodu 1

Zatézmy, ze parametr 6 € (0, co). Przypusémy, ze dla zadnej
wartosci parametru 6 > 0 nie ma orbity taczacej z punktu (0, 0)
do punktu (1, 0). Wtedy ciag

M; =(0,0) <Mz = (1,0) < M3 = (1/3,0)

jest rozkladem Morse’a dla dowolnej wartosci parametru 0.

(0,0) (1/3,0) (1,0)
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Szkic dowodu 2

Jezeli M1 = (0,0) < My = (1,0) < M3 = (1/3, 0) jest rozktadem
Morse’a dla dowolnej wartosci parametru 6, to para {My, M3}
jest parg atraktor-repeler dla wszystkich 6 > 0.
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Szkic dowodu 3

Wiasnosci kontynuacji dla pary atraktor-repeler oznacza
przemiennos¢ ponizszego diagramu ciggéw dokladnych
homologii tréjek indeksowych
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Szkic dowodu 3

Wiasnosci kontynuacji dla pary atraktor-repeler oznacza
przemiennos¢ ponizszego diagramu ciggéw dokladnych
homologii tréjek indeksowych

s H(N?,N°) — 5 H (N’,N') —° H, {(N',N®) —

| | |

s H{(P2,P°) —— H(PLPY) —2 s H,_ ,(P),P%) —

gdzie
o gorny ciag odpowiada wartosci parametru: duze 6,
o dolny ciag odpowiada wartosci parametru: mate 6,

o pionowe strzalki s izomorfizmami.
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Szkic dowodu 4

Wyliczamy odwzorowanie brzegu 9 dla duzego 6 korzystajac ze
znajomosci portretu fazowego.
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Szkic dowodu 4

Wyliczamy odwzorowanie brzegu 0 dla duzego 6 korzystajac ze
znajomosci portretu fazowego.
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Szkic dowodu 5

Po ,deformacji” otoczenie izolujace dla pary atraktor-repeler ma
postac
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Szkic dowodu 6

Stad ciag doktadny dla pary A-R ma w tym wypadku postaé
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Szkic dowodu 6

Stad ciag doktadny dla pary A-R ma w tym wypadku postaé

Hy(N%,N®) —— Hp(N%,N') —2— Hy(N',N®) —— H; (N2 NO°)

H H H H

0 _ Z —_ Z _ 0

czyli 9 jest izomorfizmem.
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Szkic dowodu 7

Wyliczamy odwzorowanie brzegu 9’ dla malego 6
wykorzystujac znajomos¢ portretu fazowego.
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Szkic dowodu 7

Wyliczamy odwzorowanie brzegu 9’ dla matego 6
wykorzystujac znajomos¢ portretu fazowego.
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Szkic dowodu 8

Poniewaz dla duzego 0 nie orbity taczacej z M3 do M,, zatem
0’ = 0 na mocy twierdzenia o odwzorowaniu taczacym.
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Otrzymujemy stad diagram przemienny

P. Barttomiejczyk Fale biegnace 35/39



Szkic dowodu 9
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180

isol liso
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Szkic dowodu 9

Otrzymujemy stad diagram przemienny

H.(N*N') —%— H.(N',N°)

180

isol liso

H, (P2, PY) "’T> H, (P, P°)

co prowadzi do sprzecznosci i dowodzi, ze dla pewnej dodatniej
wartosci parametru 0 istnieje orbita taczaca z (0,0) do (1, 0).
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W ksigzce Conleya znajduje sie nastepujace uogélnienie
poprzedniego wyniku.
Zalozenia:

o F: R" — R gladka taka, ze F(x) — —oo, gdy |x| — oo,

o dla pewnego duzego ujemnego C zbidr {x | F(x) < C} jest

wypukly,
o x = 0 jest globalnym maksimum funkcji F i F(0) = 0,
o Xo # 0 jest lokalnym maksimum funkcji F,

o punkty krytyczne funkcji F inne niz 0 i xo maja wartosci
krytyczne mniejsze niz F(xo) — € dla pewnego € > 0,

o 2F(x) + (x, VF(x)) < 0dlax # 0.
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Uogodlnienie twierdzenia z poprzedniego przyktadu c.d.

Twierdzenie
Istnieje dodatnia wartos¢ 0 taka, ze uktad w R?"

dx/dt =y,
dy/dt = 0y — VF(x)
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Uogodlnienie twierdzenia z poprzedniego przyktadu c.d.

Twierdzenie

Istnieje dodatnia wartos¢ 0 taka, ze uktad w R?"

dx/dt =y,
dy/dt = 0y — VF(x)

posiada rozwiqzanie z punktu statego (xg, 0) do punktu statego
(0,0).

Uwaga

Z powyzszych twierdzen nie wynika jednoznaczno$¢
parametru 0.
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Pelny dowdd

Pelny dowdd twierdzenia z ksiazki Conleya wykorzystujacy
teorie macierzy potaczen mozna znalez¢ w pracy

J. Reineck, Travelling wave solutions to a gradient systems, Trans.
Amer. Math. Soc. 307 (1988), 535-544,

P. Barttomiejczyk Fale biegnace 38/39



Pelny dowdd

Pelny dowdd twierdzenia z ksiazki Conleya wykorzystujacy
teorie macierzy potaczen mozna znalez¢ w pracy

J. Reineck, Travelling wave solutions to a gradient systems, Trans.
Amer. Math. Soc. 307 (1988), 535-544,

w ktdrej puntem wyjscia jest uktad rownan reakcji-dyfuzji

P. Barttomiejczyk Fale biegnace 38/39



Pelny dowdd

Pelny dowdd twierdzenia z ksiazki Conleya wykorzystujacy
teorie macierzy potaczen mozna znalez¢ w pracy
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aui 62

P aaz+flu1,---, ug), i=1,...,d.
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Polecane wprowadzenie do fal biegnacych

Bogdan Kazmierczak, Fale biegnqce w osrodkach z dyfuzjq,
Matematyka Stosowana 6 (2005), 29-47.
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