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Optymalizacja globalna

Zadania optymalizacji globalnej

Problem

Dana jest funkcja f : A— R
Wyznaczy¢ efektywnie minimum globalne, to znaczy punt xp € A taki, ze

Vx € A f(x0) < f(x).

lub jego mozliwie najlepsze przyblizenie.

Oznaczamy zbiér rozwiazan:

A* = {xo € A: dla kazdego x € A f(x) < f(x)}.

Szukanie maximum globalnego funkgji f
—

Szukanie minimum globalnego funkcji —f
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Optymalizacja globalna

Przyktady zadan optymalizacji globalne;

1. Metoda najwiekszej wiarygodnosci

Znajdz parametr § € © C R dla ktérego funkcja wiarygodnosci jest
najwieksza.

Na przyktad: /() = go(x') - ... - go(x"), gdzie x1, ..., x" jest

zaobserwowanga prébka prosta z rozktadu o gestosci gp.

2. Rozwiazywanie uktadu réwnan

znajdz rozwiazanie xp € A C R” ukfadu réwnan
gix) = 0

R,

Definiujemy funkcja: f(x) = g'(x)®> + ... + g"(x)? i szukamy minimum

globalnego xg € A.
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Optymalizacja globalna . .

Przyktady zadan optymalizacji gIobaIneJ

3. Szukanie wystarczajaco dobrych wartosci funkgji

Dana jest funkcja g : A — R oraz liczba a > min g.
Wyznaczy¢ efektywnie wartosci xg € A takie, ze

g(x) < a

Definiujemy funkcja: f(x) = max(g(x), @) i szukamy minimum
globalnego f, xo € A.
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Optymalizacja globalna

Klasyczne twierdzenia

Twierdzenie

A — zwarty, f — ciggfa.
= Istnieje minimum globalne.

Twierdzenie (prowadzi do rozwigzywania ukfadu n-réwnar)

A — otwarty w R", f — rézniczkowalna,
Xo € A — minimum.
= f'(x0) = 0.
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Optymalizacja globalna

Klasyczne twierdzenia

Twierdzenie (prowadzi do rozwiazywania n+ k réwnan)

f:R"—R, g: R"—RK, k < n,
Xo — minimum f przy ograniczeniach
A={x:g(x) =0},

f, g sa klasy C*, rzad g’(x0) = k.
—> Istnieja A\ € RX takie, ze:

f/(Xo) = /\Tg,(Xo).
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Proste algorytmy stochastyczne e o o o

Algorytm PRS — PURE RANDOM SEARCH

f:A—R-ciggta, A=][0,1]" C R".
Algorytm.

@ Losujemy punkt ze zbioru A zgodnie z rozktadem jednostajnym na
A. Oznaczamy go jako xg. Kolejne punkty xq, X2, X3 ..., tworzymy w
nastepujacy sposéb. Dla t =0,1,2,3,...:

@ Losujemy punkt y; € A wedtug rozktadu jednostajnego.

@ Jezeli f(y:) < f(x¢), ktadziemy x;11 = y:. W przeciwnym przypadku
ktadziemy x; 11 = X¢.

Niech X; bedzie ciaggiem zmiennych losowych, ktérych realizacje x;
okresla algorytm.

Twierdzenie

Prob (X;—A*, gdy t—00) = 1.
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Proste algorytmy stochastyczne e o o o

Dowéd.

Lemat Borela-Cantellego

Niech (€2, X, Prob) bedzie przestrzenia probabilistyczna.
Niech G, G, G5, - - - € Q bedzie ciaggiem zdarzen niezaleznych:

iProb(C,-) = oo = Prob (ﬁ [j C;) =1.

t=1i=t

m=minaf. A*={x € A: f(x)=m}.

1. Ciag f(X¢) jest nierosnacy i ograniczony z dotu przez m, wiec jest
zbiezny do pewnej zmiennej losowej n > m.

2. Niech Y; beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie
jednostajnym na A, ktérych realizacjami s3 punkty y;.

Ustalmy ¢ > m.

3. Poniewaz funkcja f jest ciagta, zbiér B = {x € A: f(x) < €} jest
niepusty i otwarty, wiec jego miara Lebesgue'a, v(B) = o > 0.
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Proste algorytmy stochastyczne e o o o

4. Okreslmy:
C={weQ:f(Y(w)<e} =Y XB), dat=1,2,3,....
C; sa zdarzeniami niezaleznymi.

5. Poniewaz zmienne losowe Y; maja rozktad v, wiec
Prob(C;) = Proby,(B) = v(B) = a dla t > 1. Jest wiec spetnione
zatozenie Lematu Borela-Cantellego.

6. Na podstawie algorytmu PRS zachodzi implikacja:

nze=Vt>21f(Y)=2n>e

czyli
e N@\ =2\
t=1 t=1

ﬂUCCUCtC{n<€}

t=1i=t
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Proste algorytmy stochastyczne e o o o

7. Z Lematu Borela-Cantellego: Prob({n < ¢}) = 1. Poniewaz, ¢ > m
byto ustalone dowolnie wiec 7 = m. Tak wiec:
Prob(f(X;) — m, gdy t—o0) = 1.

8. Z ciagfosci f oraz zwartosci A, Prob (X;—A*, gdy t—00) =1. O
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Proste algorytmy stochastyczne e o o o

Algorytm ARS — ACCELERATED RANDOM SEARCH

f:A—R-ciaggta, A=10,1]"CR"
Ustalamy ¢ > 1 oraz p > 0 — doktadnos¢.
Algorytm

0 Zadajemy t =1 oraz r; = 1. Losujemy x; wedtug rozktadu
jednostajnego na A.

1 Majac x; € A oraz r, € (0, 1], losujemy y; wedtug rozkfadu
jednostajnego na B(xt, r:) N A, gdzie B(x, r) jest kula.

2 Jezeli f(yr) < f(x¢), podstawiamy x¢11 = y; oraz rypq = 1.

3 Jezeli f(y:) > f(x¢), to:

@ Jezeli ry > p, ktadziemy xe11 = x; oraz r11 = re/c.
@ Jezeli rp1 < p, ktadziemy reyq = 1.

4 t:=t+1iwracamy do kroku 2.

Twierdzenie

Prob(X; — A*, gdy t — o0) = 1.
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Proste algorytmy stochastyczne

Algorytm hybrydowy

f:A—R.

Ustalmy miare po, vp € M. Ustalmy ¢ : A — A — ,metode lokalna”.
Algorytm.

© Losujemy punkt ze zbioru A zgodnie z rozktadem pg. Oznaczamy go
jako xg. Kolejne punkty x1, X2, X3 . .., tworzymy w nastepujacy
sposéb. Dla t =0,1,2,3,...:

@ Losujemy punkt y; € A wedtug rozktadu vy.
@ Stosujemy ¢ do y;

Q Jezeli f(p(ye)) < f(xt), ktadziemy xe11 = p(y:). W przeciwnym
przypadku ktadziemy x;11 = x;.
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Twierdzenie

Zatozenia:
(al) w(le) = 0 gdzie, I.:={x € A:f(x)=c}.
(a2) Metoda lokalna ¢ jest ciagta i niesingularna wzgledem wvy.
(a3) Jezeli G C A jest otoczeniem A*, to 14(G) > 0.

Witedy:

Prob (X;—A*, gdy t—00) = 1.
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Proste algorytmy stochastyczne

Algorytm typu multistart

f:A—=R
Ustalamy o, 19 — miary probabilistyczne na A,
k, m — liczby naturalne. ¢ : A — A — metoda lokalna

@ Losujemy niezaleznie m punktéw z A zgodnie z rozktadem pig:
to: X = (X1, ...,Xm) € A™ — populacja poczatkowa.

@ Losujemy niezaleznie k punktéw z A zgodnie z rozktadem vy:
y=(,...,yx) € Ax.

@ Stosujemy ¢ do kazdego x; oraz y; i dostajemy:

(p0a), - olxm), e(y1), - - p(vi))
@ Sortujemy rosnaco uzywajac funkcje f jako kryterium:
()?17 o 7)_<m+k) gdZie f()_(l) <0< f()_(m+k)'

@ Tworzymy nowa populacje biorac m pierwszych punktéw
X = (X1,...,Xm) i wracamy do punktu 2. biorgc x = X.
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Twierdzenie

Zatozenia:
(al) v(lc) = 0 gdzie, , I :={x € A: f(x) = c}.
(a2) Metoda lokalna ¢ jest ciagta i niesingularna wzgledem 1.
(a3) Jezeli G C A jest otoczeniem A*, to 1o(G) > 0.
(a4) f(p(x)) < f(x), dla x € A.

Witedy:
Prob (X1,:— A", gdy t—00) = 1.
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Zbieznos¢

Ogodlna forma problemu

Postawienie problemu
A C R" — zwarty, f : A — R funkcja ciagta osiagajaca min f na A.
Zaktadamy, ze minf = 0.

A*={xeA:f(x)=0}.

Xt == Tt(Xt—l’Yt—l) dla t= 172,3’ ce

gdzie T; sa odpowiednimi operatorami, Y; s3 zmiennymi (wektorami)
losowymi.

Autonomicznos$¢ na poczatek: T, =T, T:Ax B — A
Xo — wektor losowy o danym rozktadzie na A

Y — wektory losowe majace wspdlny rozktad na B C R™.

Problem
Czy X; zmierzaja do A*, dla t—oc.
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PRS, ARS, algorytm hybrydowy, Multistart

PRS T(x ){ x, gdy f(y) > f(x)
YZ Uy, edyfly) < F(x)

ARS T(X ) _ { x, gdy f(y) = f(X)
YTy, edy f(y) < F(%)

y: NIE s3 losowane ze wspdlnego rozktadu!!!
Algorytm hybrydowy

X gdy f(x) > f(p(y))
Thoy) = { oy),  edy Fp(y)) < F(x)

Multistart

T(x,y) = x.
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Formalizacja

B(A), B(B) o-algebry zbioréw borelowskich na A oraz B
M zbiér wszystkich miar probabilistycznych na B(A).

(22, X, Prob) przestrzen probabilistyczna.

Xo : Q—R" ma rozktad pg € M.

Y;: :: Q—R™ maja wspdlny rozktad v, dla t =0,1,2,....
X0,Y1,Y2,Y3, ... s3 niezalezne.

T jest mierzalne A x B — A.( Wtedy X; jest wektorem losowym.)

Jerzy Ombach Dlaczego algorytmy stochastyczne s zbiezne?



Zbieznos¢

Twierdzenie A
Zaktadamy, ze A jest zwarty oraz s3 spetnione warunki

(A) Dla kazdego xp € A oraz dowolnego ciagu x, — Xo:
T(xn,y) = T(x0,y) pw.v, gdyn— oo

(B) Dla kazdego x € A* orazy € B, T(x,y) € A*.
(C) Dla kazdego x € A\ A*:

[ ATy wtay) < ).
B
Wtedy, dla kazdego € > O:

lim Prob (dist(X:, A*) <e) = 1.

t—o0
Zatézmy dodatkowo warunek:
(D) Dla kazdego x € Aorazy € B: f(T(x,y)) < f(x).
Witedy:

*
Prob (X;—A*, gdy t—00) = 1.
4



Zbieznos¢

Przestrzen miar

M — przestrzen probabilistycznych miar borelowskich.

Wiadomo, ze M jest przestrzenia metryczng zwarta, przy czym:

Ciag miar up, € M—pu € M <= dla kazdej funkgji ciagtej h,

/hdunﬂ/hdu,
A A

gdy n — oo.

Innym réwnowaznym warunkiem zbieznosci jest:

a(C) — p(C),

gdy n — oo, dla kazdego C € B(A) takiego, ze u(6C) = 0, gdzie 6C
oznacza brzeg zbioru C.

Jerzy Ombach Dlaczego algorytmy stochastyczne s zbiezne?



Zbieznos¢

Operator Foiasa

P:M—M: Pu(C)=(uxv)(TC)), dlapuecM, CecB(A),

Putc)= [ ( / IC(T(x,y))u(dy)) u(d), dla i€ M, C € B(A),

gdzie I¢ jest funkcja charakterystyczna C.

Oznaczamy: p] — rozktad X;, to znaczy:
i (C) = Prob(X; € C) = Prob(X;*(C)), C € B(A),t=1,2,3,...
Zauwazmy, ze dla takich C:

uf (C) = Prob(X; € C) = Prob(T(X;—1,Y:) € C) = Prob((X,—1,Y:) €
T7H0) = (1 x v)(C) = Pp_1(C).

Cazyli:

pi = Puo, 3 =Ppi, p3 =Ppy, pi =Ppj,...
i ogdlnie: ] =Pul ;, t=1,2,3,.... Oznaczmy dodatkowo:
MoT = Ho-
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Zbieznos¢

Operator Foiasa

{ul :t=0,1,2,3,...} — orbita (trajektoria) pq.

Iteracje P! definiujemy jako P° = idy, P! = Po Pt, dla
t=0,1,2,....

Operator Foiasa T dyktuje ukfad dynamiczny w nastepujacym sensie:
M — przestrzen fazowa,

€ M — stan (punkt) uktadu,

t=0,1,2,3,... — czas (dyskretny)

Orbita punktu pu: o(p) = {P'u:t=0,1,2,3,... }.

Wtedy
Ptuo=pl, t=01,2,...
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Operator Foiasa

Podstawowe wtasnosci P

Definiujemy dla funkgji ciagtej h : A—R funkcje:

Uh(x) = /B BT (x,y))(dy)

@ Jezeli u € M. oraz h jest ciagta, to:

/Ahd(Pu):/AUhdﬂ.

@ Zatozenie (A) implikuje, ze P : M — M jest odwzorowaniem
ciagtym.
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Zbieznos¢

Uktad dynamiczny

M — przestrzen metryczna zwarta, P : M — M — odwzorowanie ciagte.
Orbita punktu u: o(p) = {P'u:t=0,1,2,3,... }.

Zbi6r graniczny punktu p: w(p) ={A e M : 3 t; — oo, Py — A}
Zbiér zwarty () # K C M jest zbiorem niezmienniczym, jezeli P(K) C K.
Niech ¢ bedzie metryka na M zgodna z topologia,

Wiadomo, ze dla kazdego € M:

(1) w(p) £,

(2) w(p) jest niezmienniczy,

(3) Jezeli K € M jest zbiorem zbiorem niezmienniczym, to:
o(Ptu,K) = 0 gdy t — 00 <= w(p) C K.

Jerzy Ombach Dlaczego algorytmy stochastyczne s zbiezne?



Zbieznos¢

Twierdzenie Lapunowa

Niech (M, o) bedzie przestrzenia metryczng zwarta, § # K C M bedzie
zbiorem niezmienniczym, P : M — M odwzorowaniem ciggtym.

Niech V : M — R bedzie funkcja Lapunowa, to znaczy:

Q@ V jest ciggta,
Q@ V(x)=0,dlaxeK,

@ V(x)>0, dlaxeM\K.
Q dla kazdego x € M\ K

V(P(x)) < V(x).

Witedy, dla kazdego x € M,

o(P'x,K) — 0, gdyt — oc.
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Whiosek z Twierdzenie Lapunowa

P : M—M — operator Foiasa.

M* = {p e M suppu C A*}.

Twierdzenie

Zachodza warunki Twierdzenia A:

(A) Dla kazdego xp € A oraz dowolnego ciagu x, — xo:
T(%n,y) = T(x0,y) pw.v, gdyn— oo

(B) Dla kazdego x € A* orazy € B, T(x,y) € A*.
(C) Dla kazdego x € A\ A*: [ f(T(x,y))v(dy) < f(x).

Witedy, M* jest niezmienniczy oraz dla kazdej miary u € M:

o(Ptp, M*) — 0, as t — oo.

Dowdd. Funkcja: V: M —R: Vpu)= [, fdu jest funkcja
Lapunowa.
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Twierdzenie A — przypomnienie

Zaktadamy, ze A jest zwarty oraz s3 spetnione warunki

(A) Dla kazdego xp € A oraz dowolnego ciagu x, — xo:
T(xn,y) = T(x0,y) pw.v, gdyn— oo

(B) Dla kazdego x € A* orazy € B, T(x,y) € A*.

(C) Dla kazdego x € A\ A*:

[ AT vidy) < (),
Wtedy, dla kazdego € > O:
tILngo Prob (dist(X;, A*) < ¢) = 1.
Zatézmy dodatkowo warunek:
(D) Dla kazdego x € Aorazy € B: f(T(x,y)) < f(x).

Wtedy:
Prob (X;—A*, gdy t—00) = 1.
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Dowdd Twierdzenia A

Fakt (*) Jezeli u* € M* oraz C € B(A) taki, ze A* C int C, to
pw(06C)=0 oraz p*(C)=1.

Wtedy warunek zbieznosci miar implikuje, ze dla kazdego ciggu miar

tn € M takiego, ze u, — p* zachodzi: p,(C) — 1, as n — oo.

Ustalam £ > 0 i biore C = {a € A: dist(a, A*) < €}. Ustalam po € M.

Twierdzenie poprzednie gwarantuje, ze zbiér w-graniczny, w(up), jest
zawarty w M*. Dla kazdego ciggu t, — 0o, mozna wybraé podciag

t,, — oo oraz miare pu* € M* takie, ze P g — p*. Zauwazmy, ze ma
miejsce Fakt(*). A wiec P%ipg(C) — p*(C) = 1. Ale to oznacza, ze

Ptug(C) — 1, as t — oo. Pamietajac, ze P'uq jest rozktadem wektora
X, mamy: Prob (dist(X;, A*) < &) = Prob (X; € C) = P'uo(C). Stad:

lim Prob (dist(X;, A*) <¢e) =1.

t—oo
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Dowdd Twierdzenia A

Fakt (**) Dla kazdego ¢ > 0:

tlim Prob (f(X;) <e) =1.
Dowdd. Ustalam ¢ > 0. Zwarto$¢ A* oraz ciagtos¢ f pozwalaja dobraé
d > 0 takie, ze dist (x, A*) < § = f(x) < e. Mozemy wiec uzy¢
udowodniony przed chwilg warunek biorac w nim § = €.

Fakt (***)(folklor). Niech &, : Q — R bedzie nierosnacym ciagiem
zmiennych losowych zbieznym stochastycznie do 0. Wtedy, &, zmierza do
0 z prawdopodobienstwem 1.

Ciag & = f(X:) jest stochastycznie zbiezny do 0, a z zatozenia (D) jest
nierosnacy. Zmierza wiec do 0 z prawdopodobiefistwem 1. Zwartos¢ A
oraz A*, a takze ciagto$¢ f pociagaja:

{w: f(Xe(w)) = 0, gdy — oo} C {w: Xi(w) — A*, gdy — oo},

co oznacza, ze X; zmierzaja z prawdopodobiefnstwem 1 do O.
0
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Stochastyczny algorytm ewolucyjny

Podstawowe pojecia:
f — funkcja kosztu/funkcja przystowoania:
(22, X, Prob) — przestrzen probabilistyczna.
Populacja zerowa — skonczony, M-elementowy, podzbiér zbioru A.
T: : AM x Q — AM — mechanizm ewolucyjny zalezny od czasu.
Kolejne generacje:

Py — populacja zerowa

Pii1 = Te(Pe, Yer1), t=0,1,2,3,..., — kolejna populacje,

gdzie Y; — obiekt losowy.

W kolejnych populacjach znajdowaé elementy minimalizujace koszt f.
W kolejnych populacjach znajdowa¢ elementy maksymalizujace
przystosowanie f.
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Mechanizmy ewolucyjne

1. Selekcja
2. Krzyzowanie
3. Mutacje

4. Dojrzewanie
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Przyktad

f:[-3,3] x[-3,3] —R
f(a,b) =

\/((_2.5 +a) + 25+ b)) ((1+2)° +4 (~1+b)°)+6(sin(a + b))°

—

T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3
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Algorytr

Populacja zerowa

Ombach
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Algorytr

Tworzenie nowej gneracji

Ombach
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Algorytr

Tworzenie nowej gneracji
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Algorytr

Tworzenie nowej gneracji
L]
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Przystosowanie = 3.55464 w punkcie (-.68155,1.1676)
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Algorytr

Generacja numer 1

2 -
°
1 -
.
.
- 1 -
o
.
.
- 3 T T T
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Algorytr

Tworzenie nowej gneracji

Jerzy Ombach Dlaczego algorytmy stochastyczne s zbiezne?




Algorytr e o 0o 0 0 o

Przystosowanie = 1.78230 w punkcie (-.71062,.95940)
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Algorytr

Generacja numer 7

Jerzy Ombach
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Algorytr  ® ® ® ® o o

Przystosowanie = .404578 w punkcie (-.92407,.99629)
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Algorytr e o 0o 0o 0 o

Problem zbieznosci

Jezeli
/T‘(Tt(P,y)) dy < F(P). PeAM

to przy pewnych dodatkowych zatozeniach ciag {p?} zmierza prawie
wszedzie do zbioru A* ={a € A:Vx € A f(x) > f(a)}.

Tutaj: p? € Pe.

f(p1,- s pm) i=min(f(p1),. .., f(pm)) = F(p?).
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Algorytr e o 0o 0o 0o o

Uktad nieautonomiczny

Xt == Tt(th].’th]_) dla t= 1, 27 3, ceey
gdzie T; s3 mierzalne A x B — A.

B(A), B(B) o-algebry zbioréw borelowskich na A oraz B

M, N zbiér wszystkich miar probabilistycznych na B(A), B(B).
Xo : Q—R" ma rozktad pg € M.

Y: :: Q—R™ maja rozktad v; e N, dla t =0,1,2,....
Xo0,Y1,Y2,Y3, ... s3 niezalezne.

T - rodzina operatoréw T: A x B — A z topologia zbieznosci
jednostajnej.
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Algorytr e o 0o 0o 0o o

Uktad nieautonomiczny

Niech U C 7 x N bedzie zbiorem zwartym.
Zaktadamy, ze dla kazdego u = (T,v) € U:

(A) Dla kazdego xo € A odwzorowanie f o T jest dolnie
pbtciagte w punktach (xp, y), takich, ze y € B\ Dr(x),
przy czym v(D1(x0)) = 0.
(B) Dla kazdych x € A*, y € B: T(x,y) € A*.
(C1) Dla kazdego x € A\ A*:

/B F(T(xy)) v(dy) < F(x). (1)

Istnieje domkniety podzbiér Uy C U taki, ze:
(C2) dla kazdych (T,v) € Uy, x € A\ A*:

/B F(T () (dy) < F(x). )
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Twierdzenie B (Dawid Tartowski)

Niech ciag (T¢,v¢) : t > 1} C U zawiera podciag {(T%,,v:,)} C Uo.
Wtedy:

Prob (X; — A*, gdy t — o0) =1, (3)

to znaczy:

Prob ({w € Q: d(X¢(w), A*) — 0, gdy t — o0}) = 1.

Jerzy Ombach Dlaczego algorytmy stochastyczne s zbiezne?



Optymalizacja oparta na MCMC

Dana jest funkcja f : A — R. Chcemy znalez¢ maksimum globalne f. Ze
wzgledu na duza liczno$¢ A nie warto przeszukiwaé tego zbioru element
po elemencie. Czasami jedynym mozliwym podejéciem jest losowanie.

Zamiast losowaé zgodnie z rozktadem jednostajnym na A chcemy losowad
z takiego rozktadu m, ze:

m(x) > w(y) <= f(x) = f(y).
Przyktad: 8 >0

7TB(X) = f’ C= Zexp(ﬁ f(y))

y€EA

Podstawowa zasada:

Wyznacz prébke z rozktadu 7 i znajdz warto$¢ najwiekszg f na tej
prébce. Punkt xJ, w ktérym ta wartos¢ jest osiggnieta jest
nstatystycznie” blisko zbioru {a € A:Vx € A f(x) < f(a)}.

Jerzy Ombach Dlaczego algorytmy stochastyczne s zbiezne?



Metoda: Markov Chain Monte Carlo

A — skonczony, #A (bardzo duze)
7 — rozktad prawdopodobienstwa na A, m; > 0 dla i € A.
Chcemy losowa¢ punkty ze zbioru A zgodnie z rozktadem 7.

Metoda MCMC

Okresla sie na zbiorze A pewien ergodyczny tafncuch Markowa P, ktérego
stanem stacjonarnym jest 7.

Wybierajac teraz dowolny xg € A i generujac kolejne punkty x1, xo, . . .
mamy gwarancje, ze dla duzych n, x, s3 losowane faktycznie zgodnie z
rozktadem 7.

Twierdzenie

Algorytm Metropolisa (opisany ponizej w szczegdlnym przypadku —
problem plecakowy) generuje punkty bedace realizacjami pewnego
ergodycznego fancucha Markowa o stanie stacjonarnym 7.
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Problem plecakowy

Maksymalizuj wartos¢
f(x)=c"x
przy ograniczeniu
wix < W, x'e{0,1},
c=(cl,...,c¥) wektor cen,
w = (wl, ..., wk) wektor wag,
W — maksymalna waga dopuszczalne.

A={xec{0,1} :wix < W}

Przyktadowe dane: W = 20,

[cena,waga] = [50,10], [20,5], [20,4], [10,1], [5.3], [5.5], [4.4], [3.3]. [3.3],
(3.3] [2.2], [3.1], [3.1], [2.1], [2.1], [2.1], [2,1], [1.1], [1,1], [1.1]
Rozwigzanie:

x* =(1,1,1,1,0,0,...,0), f(x*) = 100.
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Algorytm Metropolisa w przypadku problemu plecakowego

Ustalmy >0 oraz T > 0.
Wybierzmy punkt poczatkowy x; € A. Podstawmy x < xj
Odt=1do T — 1 wykonuj:
Q@ Wylosuj J sposréd liczb 1,. .. k.
@ Niech y = (x}, ..., x771,1 — x/ x7+ ... xK).
Q Jezeliy ¢ A, to xpy1 < X;.
W przeciwnym przypadku:

, _ fexp(=pc’), gdy x/=1
ONlecha_{ 1 gdy x! =0

@ Wylosuj u € {0, 1} zgodnie z rozktadem
Prob(0) =1 —«, Prob(1l) =a.

Jezeli u =0, wtedy xey1 — Xx¢.
Jezeli u =1, wtedy x¢11 < y.

Dla duzych T, X7 ma w przyblizeniu rozktad 7.
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Przyktad: T =100, 5 = 0.5, x; = (0,...,0).

" [1,0,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0,0] [88,20]
[0,1,1,1,0,0,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,0,0,0] [65,20]
[0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,1,0,0,0] [54,20]
[0,1,0,1,1,0,1,0,0,0,1,1,0,1,0,1,1,0,0,1] [51,20]
[0,1,1,1,0,0,0,1,0,0,1,0,1,1,0,0,1,0,1,1] [64,20]
[0,0,1,1,0,0,1,0,0,0,1,0,1,1,0,1,0,1,1,1] [46,17]
[0,1,0,1,0,1,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0] [46,20]
[1,0,0,1,1,0,0,0,1,0,0,0,1,0,1,1,0,0,0,0] [75,20]
[1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,0,0] [68,20]

. [0,0,1,0,1,1,0,0,0,0,1,1,1,0,0,1,1,0,1,1] [44,20]] |
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Metoda: Simulated Annealing

W algorytmie Metropolisa wolno zwiekszamy (:
Na przyktad:

B(t) = log t,
A(t) = 1.0001¢,

B(t) = by (1 + ;)at7

gdzie T jest liczbg korkdw, by oraz a s3 dodatnie.
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Przykfad: T =100, 8 = 3(t) = 0.5(1 4+ +)t, x; = (0,...,0).
" [1,0,0,1,0,0,0,0,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0] [72,20] ]
[0,1,0,1,1,0,1,1,0,0,0,1,0,0,0,1,1,0,0,1] [50,20]
[0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,1,1,0,1,1,1,0] [50,20]
[0,0,1,1,1,1,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,1,1,1,0] [49,20]
[0,1,1,1,0,0,0,0,1,0,0,1,0,1,1,1,1,1,0,0] [65,19]
[0,1,0,1,1,0,1,0,0,0,1,1,1,0,1,1,0,1,0,0] [52,20]
[0,1,1,1,0,0,0,0,1,1,0,1,1,0,0,1,1,0,0,0] [66,20]
[0,0,1,1,0,0,0,1,0,1,1,1,1,0,1,1,1,0,1,1] [52,20]
[0,1,1,0,0,0,0,1,1,0,1,0,1,1,0,0,1,0,0,0] [55,20]
. [0,0,1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,1] [55,20] |
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Dalsze modyfikacje algorytmu Metropolisa

Oryginalny algorytm

Ustalmy 8 >0 oraz T > 0.
Wybierzmy punkt poczatkowy x; € A. Podstawmy x < xq
Odt=1do T — 1 wykonuj:

@ Wylosuj J sposrdd liczb 1,.. . k.
@ Niech y = (x', ..., x771, 1 — x? x/+1 ... xF).
Q Jezeliy ¢ A, to xpy1 «— X;.

W przeciwnym przypadku:

- _ Jexp(—=pc?), gdy x'=1
°N|echoz_{ 1 edy x/ =0

@ Wylosuj u € {0,1} zgodnie z rozktadem
Prob(0) =1 — «, Prob(1) = «a.

Jezeli u =0, wtedy x;y1 «— Xx¢.
Jezeli u =1, wtedy x¢11 < y.
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Dalsze modyfikacje algorytmu Metropolisa

Modyfikacje

Ustalmy funkcje 8 (wolno) rosnaca, 5(t) > 0 oraz T > 0.
Wybierzmy punkt poczatkowy x; € A. Podstawmy x < x;
Odt=1do T — 1 wykonuj

@ Wylosuj J sposrdd liczb 1, ..., k wedtug rozktadu

Prob(J = i) = —=f—.
2o

@ Niech y = (x},...,x771, 1 — x/, x7+1 ... xK).
Q Jezeliy ¢ A, to xpy1 — X;.
W przeciwnym przypadku:

@ Niech o = exp(—3(t)c?), gdy x/=1
1 gdy =0

@ Wylosuj u € {0,1} zgodnie z rozktadem
Prob(0) =1 —«, Prob(1l) =a.

Jezeli u =0, wtedy xpy1 — Xx¢.
Jezeli u =1, wtedy x¢11 < y.
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Przykfad: T =100, 8 = 3(t) = 0.5(1 4+ +)t, x; = (0,...,0).
[ [1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0] [93,20] T
[0,1,1,1,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0]  [60,20]
[1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] [100,20]
[1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0] [93,20]
[1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] [100,20]
[1,1,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0] [86,20]
[1,0,1,1,0,0,0,0,0,0,1,1,0,0,1,0,0,1,0,0] [88,20]
[1,0,1,0,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] [76,20]
[0,1,1,1,1,0,0,0,1,0,1,0,0,0,0,1,1,0,0,0]  [64,20]
| [1,0,1,1,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,0,0,0,0] [89,20]
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SIMULATED ANNEALING

f:A— R -ciggta, A-zwarty, B CR"

Dane:

& — ciag i.i.d o rozktadzie v na B.

re — ciag i.i.d o rozktadzie jednostajnym na (0,1).

B > 0 — ciag liczb, taki, ze lim;_, o, B; = oc.

Q : Ax B — A - odwzorowanie mierzalne.

Xo zmienna losowa na A niezalezna od zmiennych &;, ry,

Q(Xe,&er1)  gdy F(Q(Xe, Eei1)) < F(Xe)
s =) QXe&ei1) gy F(Q(Xr,Er11)) > F(Xe) oraz
o re <exp(—ft) - [F(Q(Xe, §e11)) — F(Xi)))
Xi w przeciwnym przypadku
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SIMULATED ANNEALING

Twierdzenie, Dawid Tartowski

Zatézmy, ze:

(E) dla kazdego x € A miara v zbioru punktéw nieciagtosci
odwzorowania y— Q(x, y) réwna sie zeru.

(F) dla kazdego x € A\ A*,
v({y € B: f(Q(x,y)) < f(x)}) > 0.

Wtedy dla kazdego € > 0:
Prob(d(X:, A*) < €)—0, dla t — cc.

oraz

E(f(X:)— mAin f, dlat — oo.
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Algorytmu Gibbsa

Niech A= X = &) x ... x X\
Czesto X to R¥ lub jej podzbiér. Albo X  {0,1}%.

Niech 7 bedzie rozktadem na A (niekoniecznie w petni znanym)
Zatézmy, ze dla dowolnego x € X' potrafimy losowal ze wszystkich
rozktadéw warunkowych postaci

7T('|X*i)»

gdzie i=1,...,koraz x_; = (X1 -+, Xi—1, Xi+1, - - - s Xk)-

Zadanie: wylosowaé prébke z rozktadu 7.
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Algorytmu Gibbsa

Problem plecakowy c.d.

A={xec{0,1}*:wix < W}

exp(0 f(x
w0 = ZRITD e S sy,
yeA
gdzie f(x) = c"x, c — wektor cen, 3 > 0 — parametr algorytmu.

73(-|x_;) — rozktad dwupunktowy
Gdy w'.x_; + ¢; < W, wtedy 73(0|x_;) = H% wa(1lx_;) = %
Gdy w' x_; 4+ ¢; > W, wtedy m5(0|x_;) = 1, m5(1|x_;) = 0.
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Algorytmu Gibbsa

Q@ X :=xp € X (ustalony)

Q i~ UW{L,....k})

Q X! ~ o X1, .oy Xim1y Xit1y - -+ 5 Xk)
Q@ X = (X1, s Xi—1, X, Xig1s - -y Xk)
@ przejdz do kroku 1.
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Przyktad: T =100, 3 =0.5, xo = (0,...,0).
[ [1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,0,1,0] [63,19] ]
[1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1,1,0,1,0,1,0] [61,18]
[1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,1,1,0] [60, 18]
[1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,1,1,0] [60, 18]
[1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,1,1,0] [60, 18]
[1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,1,1,0] [60, 18]
[1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,1,0,1] [60, 18]
[1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,1,0,1] [60, 18]
[1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,1,0,1] [60, 18]
[1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,1,0,1] [60, 18]
[1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,1] [59,17]
[1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,1] [59,17]
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Algorytmu Gibbsa

Losowemu Algorytmowi Gibbsa odpowiada pewien taficuch Markowa
(Xn)nen o rozktadzie stacjonarnym .

Jadro przejscia algorytmu ma postacé:

gdzie P;(x,-) jest rozktadem o funkgji gestosci:

pi(va) = l{Xff}(y—i) ) 7T(y,'|X_,').

1, .,y oznacza tutaj funkcje charakterystyczng w punkcie x_;, tzn.
wszystkie wspotrzedne x i y s3 réwne poza indeksem i-tym
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Algorytmu Gibbsa

Twierdzenie, lwona Zerda

Jezeli rozktad m na R¥ ma podwédjnie rézniczkowalna i dodatnia funkcje

gestosci p taka, ze
2

0
Viz1,..k limsup ) log p(x) <0,

x| 200 OX;
Js5>0 liminf min sup sgn(x;) 9 log p(x + sgn(x;)te;) = —o0,
IX|=oo i t1<s Ox;
to losowy algorytm Gibbsa o rozktadzie stacjonarnym 7 jest
geometrycznie zbiezny. To znaczy, istnieje stata p < 1 oraz funkcja
M : X — [0,00) takie, ze

VXEX T—p.W. ||’Dn(X7') - 77(')||tv < M(X)p"a

gdzie [|u — v||ey = supgep(ay [1(B) — v(B)].
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