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Localization of genes

Abstract Development of genetics in recent years has led to a situation in which
we are able to look at the DNA chains with high precision and collect vast amounts
of information. In addition, it turned out that the relationships between genes
and traits are more complex than previously thought. These two things caused
the need for close collaboration between geneticists and mathematicians whose task
is to develop special methods, coping with specific and difficult genetic problems.
The article includes an overview of both classic and the latest approaches to the
problem of localizing genes that indicate places in the DNA chain, which significantly
influence the traits of interest to us. Because of not the best communication between
mathematicians and geneticists, knowledge of methods other than the classic among
the latter group is still small.
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1. DNA as the carrier of genetic information. Probably nobody
has to be convinced about the huge diversity of living organisms on our
planet. However, each form of life has a common structure made up of
nucleotides (i.e. deoxyribose, a phosphate group and a nitrogenous base)
called DNA. When we look closely at this molecule, we see that its exact
composition depends on the species with which we are dealing; what is more,
it is a kind of guide of how an organism is to be built. For this reason, we
may be tempted to treat it as a measure of similarity between species. It is
believed that the DNA of chimpanzee in 98% does not differ from the human.
And can we find some similarities between man and something as different
as yeast? It turns out that we share with them a quarter of genes.

1.1. Genes. What are genes? There is no simple answer to this ques-
tion, at least at the present level of development of science. This is due to
the fact that when this term was created, not much was known about DNA.
A gene was understood as a theoretical unit of inheritance, that is something
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that significantly affects the phenotype (set of features) of an individual and
is passed down from generation to generation. Only later we tried to find
a material object, which would correspond to the abstract entity. In text-
books we will find the answer to those searches: a gene is a piece of DNA,
determining formation of one molecule of protein or RNA. In recent years,
however, our confidence in understanding what we are dealing with has de-
creased. The gene seems to be something more complex, and therefore its
definitions as well. We will hear voices that maybe it is even worth to give
up this idea [8].

In this paper we will understand a gene as a segment of DNA which has
a meaning (affecting a trait more or less indirectly), and which is present
in at least two versions, so-called alleles. Depending on whether we have a
gene in version A or a, it may result, for example, in a higher or lower risk
of developing a disease.

1.2. Inter-individual differences in DNA. From this point we will
be interested in inter-individual differences in the DNA. We focus on one
genre and look for places that make two carrots or two people differ from
each other. Such differences are smaller; DNA of two random people will
most likely be the same in 99.9%. This per mille is however enough to find
many differences between us (it is worth noting that also environment has
impact on our features and it is actually not known what the proportions
are).

At this point we have to make some distinction between finding genes
in humans and other species. To do this, let us have a closer look at DNA
structure. What we are most interested in are the nitrogenous bases. Usually
they come in four versions: adenine, cytosine, guanine and thymine. Two
DNA chains are different due to the fact that in the same location there
are various nitrogen bases. In animals and plants we are generally looking
for longer segments of DNA, which can occur in different versions, while in
humans we most often consider each of nucleotides of an individual, and
those in at least one percent of persons are different than the rest, so-called
single nucleotide polymorphisms (Single Nucleotide Polymorphism, SNP).
The Figure 1 presents schematically how a gene and SNP usually look.

1.3. Why look for genes? At the end of this paragraph we will
answer the question, how the information about which places in the DNA are
responsible for what could be useful. In humans, we can better understand
the cause of the disease and thus develop a more effective medicament. We
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are also able to much more quickly assess risk and start the treatment earlier.
In animals, such as cows, if we discover which genes are responsible for milk
production, for example, we can interbreed only the appropriate individuals.
Information about the location of a gene is also useful in the cultivation of
fruit. If we want to grow in our orchard only sweet fruit, instead of for
decades to cross different varieties, looking for the optimal characteristics,
we can immediately use these with appropriate parameters [10].

2. General model. We would now like to go into mathematics and
translate information about genotypes of an individual. We have identified
alleles by A and a, which may seem unreasonable, because what symbol you
could choose for the third allele? It turns out that this situation, i.e., the
occurrence of a third or subsequent versions, is so unlikely that in general
most often this opportunity is not included. This is due to the fact that a
mutation in a DNA is rare, so next one in the same place hardly occurs.
We could, therefore, encode the genetic information by only two numbers,
except for the fact that DNA is in chromosomes which occur in pairs. In the
corresponding chromosomes we do not have the same strings as one strand is
inherited from a mother and the other from a father. Thus, in a given place
within the DNA we have three choices: AA, aA (or AA, but the order is not
important), or AA.

To locate the gene responsible for a trait of our interest, it would be best
to know all the alleles. Unfortunately, usually we do not have such infor-
mation and for the location we use so-called molecular markers. These are
fragments of DNA which genotype we are able to determine experimentally.
If the marker is located near a gene affecting the trait it is likely to be cor-
related with it and we will find it with the help of this particular marker.
In natural populations this correlation is too low and finding the gene is not
easy. Therefore we usually use experimental populations in which we inter-
sect individuals closely related, so the correlation structure is much closer to
our needs. Additionally, we are able to cross individuals (backcrossing) in
such a way that in both chromosomes they have the same allele, that is, aa
or AA, thanks to which later analysis becomes simpler [10, 11]. In humans
inbreeding is not possible, therefore, due to low correlation we need a huge
number of tightly packed markers [3].

In summary, for each individual we can indicate a sequence of genotypes
(e.g. encoded as -1, 0 and 1) and the value of the trait of interest. Individual
genotypes will be qualitative explanatory variables and the trait will be a
dependent variable.

3. Tests in single markers. Our task is to identify which of the genes
significantly influence the trait under consideration. And it is worth noting
that, indeed, we will focus on locating them and the kind of dependence not
necessarily concerns us. At the beginning let us try to approach this problem
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in the simplest possible way.

If we examine a quantitative trait, we can — by a suitable test — verify null
hypothesis that the average value of a trait does not depend on the genotype
of the marker. When its distribution does not differ significantly from normal,
we often use the classical Student’s t-test (if we consider only two versions
of genotype) or F test for analysis of variance. If the distribution of a trait
is not normal, we can apply the appropriate transformation, or instead of
values of a trait consider ranks.

3.1. Linear regression. It is common practice in testing the signifi-
cance of a given marker to use a linear regression model. We are trying to
fit a model

=080+ pjXij+ei, i=1,...,n, (1)

where ¢; is a random variable with the normal distribution, mean 0 and
variance o2, while Xi; is the genotype of j-th marker. When it has only two
values, for example aa i AA, commonly the following encoding is used:

-1/2, aa
Xij = { 1/2’ AA (2)

The problem occurs when we consider three versions of genotypes, since then
the relationships between numbers are important. Therefore, it is best to
introduce an additional variable that will solve this problem. The following
encoding is used most often:

1, aa
Xij == 0, aA (3)
-1, AA
and
_J —-1/2,  aa or AA
Zij = { 1/2, aA (4)
More on encoding can be read at work [15]. The considered model is now in

the form of
}/i = ﬁo + Binj + ’}/jZij + E; . (5)

Using regression models, the null hypothesis presented earlier is now 3; =
0, or B; = 7; = 0. In order to verify this hypothesis we can apply in both
cases the F-Snedecor test, in which we examine the ratio of the squares of
residuals to the sum of squares explained by the model or the likelihood ratio
test. When in the model we only have the Xj;;, we can also use the Student’s
t-test, in which the value of the estimator 6}- is divided by its standard
deviation. We will not go into detail about these tests, because they are
classic approach to study the significance of the regression coefficients. It
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can be also show that for the models considered by us, F-Snedecor test is
equivalent to test F for analysis of variance (and the Student’s t-test for the
model with two genotypes is equivalent to F-Snedecor test).

3.2. The problem with multiple testing. When we use tests in
individual markers, regardless of whether they are classic tests or linear re-
gression approach, we face the problem of multiple testing: if we carry out a
single test at the significance level «, then we have no guarantee that we will
maintain this level performing more tests. For example, if we have a thou-
sand markers, then performing tests at the level of 0.05 (and assuming that
the marker genotypes are independent), we can expect about 50 false discov-
eries. This is not acceptable and therefore we apply corrections for multiple
testing to control the probability of making at least one error of the first kind
(Family Wise Error Rate, FWER). The simplest is the Bonferroni correction,
in which each test is performed at the level of a/m, where m is the num-
ber of markers. Then we have the guarantee that FWER will not exceed a.
This adjustment, however, becomes problematic, when the genotypes of the
markers are strongly correlated, which in experimental populations is typical.
Then the level of ao/m is too low and it may happen that an essential gene
escapes our attention. One solution is to use permutation tests [9], which
adjust the critical value for the test to the correlation structure between the
markers (in fact, between the values of the statistics). The procedure goes in
such a way that we permute the vector Y several times, for each permutation
we count values of test statistics and we find their maximum. As the critical
value we take the 1 — o quantile of the distribution of the resulting maxima.

In case of the backcross we can use still another approach. Authors of [12]
proposed to approximate the distribution of the likelihood ratio statistics
throughout the chromosome using the square of Ornstein-Uhlenbeck process,
thanks to which we will count (numerically) the critical value ¢ for a single
test from the following estimation:

ax1—exp [—2 {1- (o)} — 0,04L/co(v/e)v («/0, 040(5” ,

where § is the distance between adjacent markers (in cM), L is the length
of the chromosome (in ¢M), ¢ is the density of and ® denotes the standard
normal distribution, while v(t) can be calculated form the formula

v(t) =2t~ exp{ -2 Zn ]t!n1/2/2)}

A new unit of length has appeared here, centimorgan (cM). At the distance
of one centimorgan, the expected number of recombination, i.e. the exchange
of genetic material, is 1%.

Yet another solution to the problem of low level of significance for a single
test is a little different approach: we accept the fact that the false discoveries
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will occur, as long as they are not much in relation to all discoveries. If it
suits us, we can apply the Benjamini-Hochber correction [1]. We count the
p-values for tests in each marker, we sort them non-decreasingly: pj;; < pig) <
+++ < ppm) and we calculate index kp according to the formula

. Qo
kp = max{z: P < m}

Then, we reject kp hypotheses with the p-values less than or equal to pig .-
The procedure may seem strange, but it was shown that it controls at a level
not exceeding « the so-called fraction of false discoveries (False Discovery
Rate, FDR), i.e.

.
FDR=E [ %|R>0
(=7>0).

where R is the number of all rejected hypotheses, and V is the number of
false rejections.

4. Multiple regression. The main problem of testing in single markers
is the fact that we completely ignore the impact of other markers. If more
genes have connection with a trait (it is usually true), it is a better idea to
attempt to fit a model that contains all these essential genes. In addition,
genes may interact with each other. All of this can be modeled using the
multiple regression. If we consider only interactions of second order, then a
model for the case of two versions of genotypes is of the form of

m
Yi=Bo+ Y BiXy+ D, vuXiXa+e (6)

j=1 1<j<l<m

In practice, because m is large, we limit ourselves just to interactions of
second order, and sometimes give them up at all.

4.1. Model selection criteria. If we already decide to apply the
multiple regression, we need to establish criterion which particular model
we want to consider as the best. It is known that adding more variables
will certainly not make worse the fitting to the date, so we need to decide
on a compromise between the fitting and the number of variables. For this
purpose, we can use the model selection criteria, which take into account a
penalty for the size. It turns out, however, that the classic criteria as AIC [1]
or BIC [20] are not suitable for this purpose because they overestimate the
number of significant variables [0].

Why is this happening? Shortly speaking, while deriving the BIC, the
element responsible for the a priori distribution for the considered model is
omitted, thereby we assume that everyone is equally probable. Unfortunately,
as a result, we in fact prefer models with sizes closer to m/2, because they
are most numerous (if we assume the uniform distribution on models then
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the distribution for the size of a model is binomial B(m, 3)). Because traits
most frequently depend on a small number of genes (e.g. a dozen or so), or
at least we are looking for such small models, the described property of BIC
criterion is not acceptable. And since BIC is rather known as a conservative
criterion, which usually choose models of small size, we need to look around
for something else.

4.2. Modifications of BIC. One idea is to replace the uniform distri-
bution on models with different distribution, so that we will get a criterion
with desired properties. This led to establishing the criteria mBIC [5] and
EBIC [7]. In the first one, by using a suitable a priori distribution, we still
obtain binomial distribution on a model size, but the probability of success
equal to E,,/m where E,, is the expected value of the significant variables.
The criterion minimizes the expression

mBIC = nIn(RSS) + plnn + 2pIn <g” - 1) , (7)
m
where RSS is the residual sum of squares, p is the size of the relevant model.
The difference with the standard BIC is the addition of the last element. In
the event that we do not have any expectations to the number of relevant
variables, it was shown that for typical sample sizes the choice of FE,, = 4
results in the fact that the total type I error is at a level close to 0.05 [5]. It
was also shown that the criterion is consistent in a situation where both n
and m tend to infinity [22].
For EBIC we assume that the a priori distribution a on model is pro-
portional to (T;)H_l for some k greater than zero, with the result that the
minimized expression is

EBIC =nInRSS+plnn+2(1 —k)In (7;) (8)

The x parameter should be chosen by ourselves, taking into account that for
k = 1 we will receive the usual BIC, while taking x = 0 we assume that the
a priori distribution on model size is uniform. It was also shown that the
criterion is consistent when n and m tend to infinity [15].

The above criteria apply to a situation in which we neglect the interaction
effects. Nevertheless, their inclusion is not a problem and the appropriate
expression to minimize takes the form of

m €

N,
mBIC =nInRSS + (p+ ¢)Inn + 2pln <Em - 1) +2¢In <E‘3 - 1> . (9)

where ¢ is the number of interactions in the considered model, N, is the
number of all interactions (amounting to (T;), if we consider only interactions
of second order), and F. is the expected number of interactions. It was shown
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that if we do not have any expectations, adoption of E,, = N, = 2.2 should
ensure control over FWER at the level of 0.05 [5]. Similarly, we can specify
the version with interactions for EBIC.

When the genotype of the marker can occur in three versions, we can
simply use the formula above, substituting 2m in place of m, i.e Z;; are
treated as additional markers [2].

If controlling FWER is not so important for us, then similarly to single
marker tests we can focus on the control of FDR. An appropriate criterion
in this case is mBIC2 [13], defined as (10).

mBIC2 =nIn RSS +plnn + 2pln (gl) —2lnpl. (10)

m

Of course, after appropriate modifications, this criterion can be also used in
a situation when we take into account interactions and genotypes in three
possible versions.

These criteria can also be used if the trait distribution is not continuous,
e.g. in the logistic or Poisson regression. One should then replace the term
nln RSS with minus doubled logarithm of the maximum likelihood function
for a given model [23].

Finally, we should say a few words about how to use the above-mentioned
criteria in practice. Typically, the number of markers is large enough (when
we consider the SNPs of about 500 thousand), that we are not able to con-
sider all the possible models to choose the best. Therefore, at the outset we
perform tests in individual markers and organize the variables according to
the statistics’ values. Then we can use the forward or backward selection
procedures, giving priority to those markers that from the initial analysis
seem to have the greatest impact on a trait. We can also completely reject
the markers with low values of statistics, since it is very unlikely to have
them included in the final model, and thanks to this we are able to offer a
good model in finite time [14].

Readers interested in expanding their knowledge about statistical ap-
proach to the location of genes are referred to the book [19].

5. Summary. Classic and new approaches to the problem of localizing
genes have been presented. When using conventional methods we encounter
a number of problems which we are able to cope with only partially. Simu-
lations and analysis of real data show that the new methods behave better:
they enable to find genes that would escape our attention during classic pro-
ceedings [7,14,23] and allow to design models closer to reality, for example by
taking into account interactions [5]. These methods are still being developed
and adjusted to the genetic data, which character is even more specific [17,21].
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Lokalizacja genéw.
Piotr Szulc

Streszczenie Rozwdj genetyki w ostatnich latach doprowadzil do sytuacji, w ktoérej
jesteSmy w stanie przyjrzeé sie tancuchom DNA z duza precyzja i zebraé¢ ogromne
ilosci informacji. Oprécz tego okazalo sig, ze zaleznosci miedzy genami a cechami sg
bardziej skomplikowane niz si¢ wczesniej wydawalo. Te dwie rzeczy spowodowaly, ze
niezbedna stata sie Scista wspélpraca miedzy genetykami a matematykami, ktérych
zadaniem jest opracowanie specjalnych metod, radzacych sobie w specyficznych i
trudnych problemach genetycznych. Artykul zawiera przeglad zaréwno klasycznych
jak i najnowszych podejsé do problemu lokalizacji genéw, czyli wskazywania miejsc
w taiicuchu DNA, ktére istotnie wplywaja na interesujace nas cechy. Z powodu nie
najlepszej komunikacji miedzy matematykami i genetykami, znajomosé metody in-
nych niz klasyczne wsréd tej drugiej grupy jest wciaz niewielka.

Klasyfikacja tematyczna AMS (2010): 62J05; 92D20.

Slowa kluczowe: genetyka statystyczna, wybér modelu, rzadka regresja liniowa, bay-
esowskie kryterium informacyjne, iloSciowa analiza lokalizacji genéw.

1. DNA jako nos$nik informacji genetycznej. O ogromnej rézno-

rodnosci organizméw zywych na naszej planecie najprawdopodobniej nikogo
nie trzeba przekonywac¢. Kazda z form zycia laczy jednak struktura zbudo-
wana z nukleotydéw (czyli deoksyrybozy, reszty kwasu fosforanowego i zasady
azotowej) zwana DNA. Gdy przyjrzymy sie blizej tej czasteczce, zauwazymy,
ze jej dokladny sktad zalezy od tego, z jakim gatunkiem mamy do czynie-
nia, co wiecej stanowi ona swego rodzaju instrukcje, jak dany organizm ma
by¢ zbudowany. Z tego powodu mozemy si¢ pokusi¢ o potraktowane jej jako
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pewnego miernika podobienstwa gatunkéw. Uwaza sie, ze DNA szympanséw
w 98% nie rézni sie od ludzkiego. A czy znajdziemy jakie$ podobienstwa
miedzy cztowiekiem a czyms$ tak odmiennym jak drozdze? Okazuje sie, ze
dzielimy ze soba az jedna czwarta gendéw.

1.1. Geny. Czym sg geny? Na to pytanie nie ma prostej odpowiedzi,
przynajmniej na dzisiejszym poziomie rozwoju nauki. Wynika to z tego, ze
gdy termin ten powstawal, nie wiedziano za duzo o DNA. Przez gen rozu-
miano teoretyczna jednostke dziedziczenia, to znaczy cos, co istotnie wpltywa
na fenotyp (zespdl cech) osobnika i jest przekazywane z pokolenia na poko-
lenie. Dopiero poézniej prébowano znalezé materialny obiekt, ktéry miatby
odpowiadaé tej abstrakcyjnej jednostce. W podrecznikach znajdziemy odpo-
wiedZ na te poszukiwania: gen to fragment tancucha DNA, determinujacy
powstanie jednej czasteczki biatka lub RNA. W ostatnich latach jednak na-
sza pewnos¢ co do zrozumienia, z czym mamy do czynienia, zmniejszyta sie.
Gen zdaje sie by¢ czym$ bardziej zlozonym, a w zwiazku z tym jego definicje
rowniez. Uslyszymy glosy, ze moze warto by w ogéle zrezygnowaé z tego
pojecia [4].

W niniejszej pracy bedziemy rozumie¢ gen jako fragment tancucha DNA,
ktéry ma znacznie (wplywa na jaka$ ceche, mniej lub bardziej posrednio),
i ktory wystepuje przynajmniej w dwoch wersjach, tak zwanych allelach.
W zaleznoéci od tego, czy bedziemy posiadaé gen w wersji A lub a, moze
to skutkowaé na przykiad wyzszym lub nizszym ryzykiem zachorowania na
jakas chorobe.

1.2. Miedzyosobnicze réznice w DNA. Od tego momentu intere-
sowaé nas beda miedzyosobnicze réznice w DNA. Skupiamy si¢ na jednym
gatunku i szukamy miejsc, ktore powoduja, ze dwie marchewki lub dwoje lu-
dzi r6znig sie miedzy sobg. Tego typu réznice sg juz znacznie mniejsze; DNA
dwoch przypadkowych ludzi bedzie najprawdopodobniej w 99,9% takie samo.
Ten promil wystarczy jednak, by miedzy nami byto tyle réznic (warto jednak
zaznaczy¢, ze wplyw na nasze cechy ma réwniez srodowisko i tak naprawde
nie wiadomo, ile wynosza proporcje).

W tym miejscu trzeba zrobi¢ pewne rozréznienie miedzy szukaniem genow
u ludzi i innych gatunkéw. By to zrobié, przypatrzmy sie blizej budowie DNA.
To, co nas najbardziej interesuje, to zasady azotowe. Zwykle wystepuja w
czterech wersjach: adenina, cytozyna, guanina i tymina. Dwa lancuchy DNA
sa rézne z powodu tego, ze w tych samych miejscach wystepuja rézne zasady
azotowe. U zwierzat i roslin zwykle szukamy dtuzszych fragmentow DNA,
ktore moga wystapi¢ w réznym wersjach, natomiast u ludzi najczesciej roz-
patrujemy kazdy z nukleotydéw z osobna, a te, ktore przynajmniej u jednego
procenta oséb wygladaja inaczej niz u reszty, to tak zwane polimorfizmy po-
jedynczego nukleotydu (Single Nucleotide Polymorphism, SNP). Na rysunku
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1 zaprezentowano schematycznie, jak zwykle wygladaja gen i SNP.

1.3. Po co szukaé genéw? Na koniec tego paragrafu odpowiedzmy
sobie na pytanie, do czego moze sie przyda¢ informacja, ktére miejsca w
tancuchu DNA sa za co odpowiedzialne. W przypadku ludzi mozemy le-
piej zrozumieé przyczyne choroby i tym samym opracowaé skuteczniejszy
lek. Jestedmy rowniez w stanie znacznie szybciej oszacowaé ryzyko zacho-
rowania i wczedniej zaczaé terapie. U zwierzat, na przyklad u kréw, jesli
odkryjemy, ktére geny sa odpowiedzialne za na przykitad mlecznosé, mozemy
krzyzowaé tylko odpowiednie osobniki. Informacja o lokalizacji genéw przy-
daje si¢ rowniez w hodowli owocéw. Jesli chcemy, aby w naszym sadzie rosty
tylko stodkie owoce, zamiast przez kilkadziesiat lat krzyzowac r6zne odmiany,
szukajac optymalnych cech, mozemy od razu uzy¢ tych o odpowiednich pa-
rametrach [10].

2. Model ogélny. ChcielibySmy teraz przejsé na jezyk matematyki
i przettumaczy¢ informacje o genotypach danego osobnika. OznaczyliSmy
wyzej allele genu przez A i a, co moze wydaé sie nierozsadne, bo jaki sym-
bol wybra¢ dla trzeciego allelu? Okazuje sie, ze taka sytuacja, to znaczy
wystapienie trzeciej lub kolejnej wersji, jest na tyle malo prawdopodobne,
ze najczesciej] w ogole sie tej szansy nie uwzglednia. Wynika to z faktu, ze
mutacja w jakim$ miejscu DNA nalezy do rzadkosci, wiec kolejna w tym
samym prawie sie nie zdarza. MoglibySmy zatem kodowaé informacje gene-
tyczna przy pomocy jedynie dwoch liczb, gdyby nie fakt, ze DNA znajduje
sie w chromosomach, ktére wystepuja w parach. W odpowiadajacych sobie
chromosomach nie mamy tych samych ciagdéw, gdyz jedna ni¢ dziedziczymy
po matce, druga po ojcu. Zatem w danym miejscu ciggu DNA mamy trzy
mozliwosci: aa, aA (ewentualnie Aa, ale kolejnosé nie jest istotna) lub AA.

Zeby zlokalizowa¢ gen odpowiedzialny za interesujaca nas ceche, najlepiej
byloby znaé wszystkie allele. Niestety, zwykle nie posiadamy takiej informa-
cji i do lokalizacji uzywamy tak zwanych markeréw molekularnych. Sa to
fragmenty tancucha DNA, ktorych genotyp jestedmy w stanie ustali¢ ekspe-
rymentalnie. Jesli dany marker znajduje si¢ blisko genu wpltywajacego na
ceche, najprawdopodobniej bedzie z nim skorelowany i znajdziemy go przy
pomocy tego wlasnie markera. W naturalnych populacjach ta korelacja jest
jednak zbyt niska i znalezienie genu nie jest tatwe. Dlatego zwykle wykorzy-
stuje sie populacje eksperymentalne, w ktérych krzyzuje sie osobniki blisko
spokrewnione, dzieki czemu struktura korelacji znacznie bardziej odpowiada
naszym potrzebom. Dodatkowo jestedmy w stanie tak krzyzowaé¢ osobniki
(krzyzowka wsteczna), by w obu chromosomach mialy te same allele, to zna-
czy aa lub AA, dzieki czemu péiniejsza analiza staje sie prostsza [10, 11].
U ludzi krzyzowanie krewniacze nie jest mozliwe, dlatego z powodu niskiej
korelacji potrzebujemy ogromnej liczby gesto upakowanych markeréw [3].

Podsumowujac, dla kazdego osobnika mozemy podaé ciag genotypéw (ko-



Piotr Szule 31

dowanych na przyklad jako -1, 0 i 1) oraz wartos¢ interesujacej nas cechy.
Poszczegdlne genotypy beda jakosciowymi zmiennymi objasniajacymi, a ce-
cha zmienng objaéniana.

3. Testy w pojedynczych markerach. Naszym zadaniem jest wska-
zanie, ktére z gendéw istotnie wplywajg na rozpatrywang ceche. I warto pod-
kresli¢, ze rzeczywiscie bedziemy sie skupiaé¢ na ich zlokalizowaniu, a rodzaj
zaleznodci niekoniecznie bedzie nas interesowaé. Na poczatku spréobujmy po-
dejs¢ do tego problemu w mozliwe najprostszy sposéb.

Jedli badana przez nas cecha jest iloSciowa, mozemy przy uzyciu odpo-
wiedniego testu zweryfikowa¢ hipoteze zerowa, ze Srednia wartos¢ cechy nie
zalezy od genotypu markera. Gdy jej rozklad nie odbiega istotnie od normal-
nego, zwykle uzywa sie klasycznego testu t-Studenta (jesli rozwazamy jedynie
dwie wersje genotypu) lub testu F dla analizy wariancji. W przypadku gdy
rozktad cechy nie jest normalny, mozemy zastosowaé odpowiednia transfor-
macje, ewentualnie zamiast wartodci cechy rozwazaé¢ ich rangi, czyli indeksy
w ustawionym niemalejaco ciggu. Jesli wartodci sie powtarzaja, za range
przyjmujemy $rednia arytmetyczng indeksow.

3.1. Regresja liniowa. Czesta praktyka w badaniu istotnoéci danego
markera jest zastosowanie modelu regresji liniowej. Prébujemy dopasowadé
model (1) gdzie ¢; to zmienna losowa o rozkladzie normalnym, $redniej 0 i
wariancji o2, natomiast X;; to genotyp rozpatrywanego j-tego markera. Gdy
moze on przyjaé tylko dwie wartosci, na przyklad aa i AA, zwykle stosuje sie
kodowanie (2). Problem wystepuje, gdy rozpatrujemy trzy wersje genotypéw,
gdyz wtedy istotne znaczenie maja relacje miedzy liczbami, ktére wybierzemy
do kodowania. Dlatego najlepiej jest wprowadzi¢ dodatkowa zmienna, ktéra
ten problem rozwiaze. NajczeSciej stosuje sie kodowanie podane w (3) oraz
(4) Wiecej o kodowaniu mozemy przeczyta¢ w pracy [15]. Rozpatrywany
model jest teraz postaci (5).

Stosujac modele regresji, przedstawiona wczesniej hipoteza zerowa spro-
wadza si¢ do réwnosci 8 = 0, ewentualnie 5; = v; = 0. W celu weryfikacji tej
hipotezy mozemy w obu wypadkach zastosowac¢ test F-Snedecora, w ktorym
badamy stosunek kwadratéw wartosci resztowych do sumy kwadratéow wyja-
$niona przez model, ewentualnie test ilorazu wiarygodnosci. Gdy w modelu
mamy jedynie zmienng X;;, mozemy réwniez zastosowaé test t-Studenta, w
ktorym wartos¢ estymatora Bj dzielimy przez jego odchylenie standardowe.
Nie bedziemy wchodzi¢ w szczegoly tych testéw, gdyz sa to klasyczne podej-
$cia do badania istotnosci wspélczynnikéw regresji. Mozna réwniez pokazaé,
ze dla rozpatrywanych przez nas modeli test F-Snedecora jest rownowazny
testowi F dla analizy wariancji (a test t-Studenta dla modelu z dwoma geno-
typami jest réwnowazny testowi F-Snedecora).

3.2. Problem wielokrotnego testowania. Gdy stosujemy testy w
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pojedynczych markerach, to niezaleznie od tego, czy wykorzystujemy testy
klasyczne czy podejscie z regresja liniowa, musimy sie zmierzy¢ z proble-
mem wielokrotnego testowania: jeéli pojedynczy test przeprowadzamy na
poziomie istotnosci «, to nie mamy zadnej gwarancji, ze utrzymamy ten po-
ziom, wykonujac wiecej testow. Dla przyktadu, jesli mamy tysiac markeréw,
to wykonujac testy na poziomie 0,05 (oraz zakladajac, ze genotypy mar-
keréw sa niezalezne), mozemy si¢ spodziewaé okoto 50 falszywych odkryé.
Jest to nie do przyjecia, dlatego stosuje si¢ korekty na wielokrotne testowa-
nie, aby kontrolowaé¢ prawdopodobienstwo popelnienia co najmniej jednego
bledu pierwszego rodzaju (Family Wise Error Rate, FWER). Najprostsza
jest korekta Bonferroniego, w ktérej kazdy test wykonujemy na poziomie
a/m, gdzie m to liczba markeréw. Wtedy mamy gwarancje, ze FWER nie
przekroczy a. Korekta ta staje sie jednak problematyczna, gdy genotypy
markeréw sg mocno skorelowane, co w populacjach eksperymentalnych jest
typowym zjawiskiem. Wtedy poziom a/m jest za niski i moze si¢ zdarzy¢,
ze istotny gen umknie naszej uwadze. Jednym z rozwiazan jest zastosowanie
testow permutacyjnych [9], ktére dostosowuja warto$é krytyczna dla testu
do struktury korelacji miedzy markerami (a wlasciwie miedzy wartosciami
statystyk). Procedura wyglada w ten sposéb, ze wektor Y permutujemy
wielokrotnie, dla kazdej permutacji liczymy warto$é statystyki testowej i wy-
znaczamy ich maksimum. Za warto$¢ krytyczna bierzemy kwantyl rzedu 1-«
z rozktadu tak powstatych maksiméw.

W przypadku krzyzowek wstecznych mozemy zastosowaé jeszcze inne po-
dejscie. W pracy [12] zaproponowano, by rozklad statystyk ilorazu wiaro-
godnoéci na calym chromosomie aproksymowaé za pomocg kwadratu procesu
Ohrensteina-Uhlenbecka, dzieki czemu wartosé krytyczng ¢ dla pojedynczego
testu policzymy (numerycznie) z oszacowania

am1—exp [—2 {1- ()} — 0,04L/co(v/e)v (\/0, o4c5)} ,

gdzie 0 oznacza odleglo$é miedzy sasiednimi markerami (w c¢M), L jest dlu-
goscig chromosomu (w c¢cM), ¢ to gestosé a ® dystrybuanta standardowego
rozkladu normalnego, natomiast v(t) zadane jest wzorem

v(t) =2t~ exp{ 2272 (—|t|n*/2/2) }

Pojawila sie tu nowa jednostka dlugosci, centymorgan (cM). Na odcinku o
odlegtosci jednego centymorgana oczekiwana liczba rekombinacji, czyli wy-
miany materialu genetycznego, wynosi 1%.

Jeszcze innym rozwigzaniem problemu niskiego poziomu istotnosci dla
pojedynczego testu jest troche inne podejécie: godzimy sie z tym, ze fatszywe
odkrycia wystapia, byleby nie bylo ich duzo w stosunku do wszystkich odkry¢.
Jesli odpowiada nam to, mozemy zastosowac korekte Benjaminiego-Hochbera
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[1]. Liczymy p-wartosci dla testéw w kazdym markerze, porzadkujemy je

niemalejaco: ppy) < prgp < -+ < Ppyy) 1 wyznaczamy indeks kp zgodnie ze
wzorem
. o
kp := max {z Cpp < }
m

Nastepnie odrzucamy kp hipotez o p-warto$ciach mniejszych lub réwnych
Plkp)- Procedura moze wydawac si¢ dos¢ dziwna, ale pokazano, ze kontroluje
na poziomie nie przekraczajacym « tak zwana frakcje fatszywych odkryé
(False Discovery Rate, FDR), czyli

v
FDR=E [ 5|R>0
(=7>0).

gdzie R oznacza liczbe wszystkich odrzuconych hipotez, a V' liczbe btednych
odrzucen.

4. Regresja wielokrotna. Zasadniczym problemem testéw w pojedyn-
czych markerach jest fakt, ze zupelnie ignorujemy wplyw pozostatych mar-
keréw. Jesli zwiazek z cecha ma wiecej genéw (a zwykle tak jest), to lepszym
pomystem jest préba dopasowania modelu, ktéry wszystkie te istotne geny
zawiera. Dodatkowo geny moga wchodzi¢ ze soba w interakcje. Wszystko to
mozemy zamodelowaé przy pomocy regresji wielokrotnej. Jesli bedziemy roz-
wazacé jedynie interakcje drugiego rzedu, to model dla przypadku z dwiema
wersjami genotypow jest postaci (6). W praktyce, poniewaz m jest duze,
ograniczamy sie witasnie do interakcji drugiego rzedu, a czasem w ogdle z
nich rezygnujemy.

4.1. Kryteria wyboru modelu. Jedli juz zdecydujemy sie na zastoso-
wanie regresji wielokrotnej, trzeba ustali¢ kryterium, ktéry szczegdlny model
chcemy uwazac¢ za najlepszy. Wiadomo, ze dodawanie kolejnych zmiennych
na pewno nie pogorszy dopasowania do danych, takze powinniémy zdecy-
dowaé sie na pewien kompromis miedzy dopasowaniem a liczbg zmiennych.
W tym celu mozna zastosowaé kryteria wyboru modelu, ktére uwzgledniaja
kare za rozmiar. Okazuje si¢ jednak, ze klasyczne kryteria jak AIC [1] czy
BIC [20] nie nadaja sie do tego celu, gdyz przeszacowuja liczbe istotnych
zmiennych [0].

Dlaczego tak sie dzieje? W duzym skrocie, przy wyprowadzeniu kryte-
rium BIC pomija sie czlon odpowiedzialny za rozkltad a priori dla rozpatry-
wanego modelu, tym samym zakladajac, ze kazdy jest tak samo prawdopo-
dobny. Niestety, skutkuje to tym, ze w rzeczywistosci preferujemy modele o
rozmiarach blizszych m/2, bo takich jest najwiecej (jesli zakladamy jedno-
stajny rozklad a priori na model, to tym samym rozklad na rozmiar modelu
jest dwumianowy B(m, %)) Poniewaz najczesciej rozpatrywane cechy zaleza
od niewielkiej liczby genéw (na przyklad kilkunastu), a przynajmniej takich
niewielkich modeli poszukujemy, opisana wtasnos¢ kryterium BIC jest nie do
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przyjecia. A jako ze BIC jest znane raczej jako konserwatywne kryterium,
ktore zwykle zwraca modele o malym rozmiarze, musimy rozejrzeé¢ sie za
czyms$ innym.

4.2. Modyfikacje BIC Jednym z pomystéw jest zastapienie rozktadu
jednostajnego na model innym rozktadem, dzigki czemu otrzymamy kryte-
rium o pozadanych przez nas wlasnosciach. W ten sposéb powstaly kryteria
mBIC [5] i EBIC [7]. W pierwszym, poprzez zastosowanie odpowiedniego
rozkladu a priori na model otrzymujemy wciaz dwumianowy rozktad na roz-
miar modelu, ale o prawdopodobienstwie sukcesu réwnym E,,/m, gdzie E,,
to oczekiwana wartosé¢ istotnych zmiennych. Kryterium polega na minima-
lizacji wyrazenia (9), gdzie RSS to suma kwadratow reszt, p to rozmiar
rozpatrywanego modelu. Réznica w stosunku do standardowego BIC polega
na dodaniu ostatniego cztonu. W przypadku gdy nie mamy zadnych oczeki-
wan co do liczby istotnych zmiennych, pokazano, ze dla typowych rozmiaréw
préb wybor E,, = 4 skutkuje tym, ze caltkowity btad pierwszego rodzaju jest
na poziomie bliskim 0,05 [5]. Udowodnion réwniez, ze kryterium jest zgodne
w sytuacji, gdy zaréwno n jak i m daza do nieskonczonosci [22].

W przypadku EBIC przyjmujemy, ze rozklad a priori na model jest pro-
porcjonalny do (’;)H_l dla pewnego x wiekszego od zera, co skutkuje tym,
ze minimalizowane wyrazenie jest postaci (8). Parametr x nalezy dobraé sa-
memu, majac na uwadze, ze dla kK = 1 otrzymamy zwykte BIC, natomiast
przyjmujac k = 0 zaktadamy, ze rozktad a priori na rozmiar modelu jest jed-
nostajny. Rowniez pokazano, ze kryterium jest zgodne, gdy n jak i m daza
do nieskonczonosci [15].

Podane wyzej kryteria tycza sie sytuacji, w ktérej zaniedbujemy efekty
interakcji. Nie mniej jednak uwzglednienie ich nie stanowi problemu i od-
powiednie wyrazenie do minimalizacji przybiera postaé¢ (9), gdzie g to liczba
interakcji w rozpatrywanym modelu, N, to liczba wszystkich interakeji (wy-
noszaca (’;), jesli rozwazamy tylko interakcje drugiego rzedu), a E. to ocze-
kiwana liczba interakcji. Pokazano, ze jesli nie mamy zadnych oczekiwan,
przyjecie E,, = N, = 2.2 powinno zapewni¢ kontrole nad FWER na pozio-
mie 0,05 [5]. Analogicznie mozna podaé¢ wersje z interakcjami dla EBIC.

W przypadku, gdy genotyp markera moze wystapi¢ w trzech wersjach,
wystarczy zastosowaé wzor wyzej, wstawiajac 2m w miejsce m — czyli zmienne
Zi; traktujemy jak dodatkowe markery [2].

Jedli kontrola FWER nie jest dla nas az tak wazna, to podobnie jak w
przypadku testéw w pojedynczych markerach mozemy skupié¢ sie na kontroli
FDR. Odpowiednim kryterium w takim wypadku jest mBIC2 [13], zdefinio-
wane jako (10). Oczywiscie po odpowiednich modyfikacjach kryterium to
moze by¢ uzyte rowniez w sytuacji, gdy uwzgledniamy interakcje i genotypy
o trzech mozliwych wartosciach.

Podane kryteria mozna zastosowaé takze w przypadku, gdy cecha nie ma
rozktadu cigglego, na przyktad w regresji logistycznej lub Poissona. Nalezy
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wtedy zastapi¢ czton nln RS'S przez minus podwojony logarytm z maksimum
funkcji wiarygodnosci dla rozwazanego modelu [23].

Na koniec warto jeszcze powiedzie¢ pare stéw na temat tego, jak po-
dane wyzej kryteria zastosowaé w praktyce. Zwykle liczba markeréw jest na
tyle duza (gdy rozwazamy SNP okolo 500 tysiecy), ze nie jesteSmy w stanie
przejrzeé¢ wszystkich mozliwych modeli, by wybra¢ ten najlepszy. Dlatego
na wstepie przeprowadza sie testy w pojedynczych markerach i porzadkuje
zmienne zgodnie z wartosciami statystyk. Nastepnie mozemy zastosowaé pro-
cedury forward lub backward selection, dajac pierwszenstwo tym markerom,
ktore z poczatkowej analizy wydaja sie mie¢ najwiekszy wplyw na ceche.
Mozna tez zupelnie odrzuci¢ markery o niskich wartosciach statystyk, gdyz
jest bardzo malo prawdopodobne, by miaty si¢ znalezé w koncowym modelu,
a dzieki temu jestedmy w stanie zaproponowaé¢ dobry model w skonczonym
czasie [14].

Czytelnika zainteresowano poszerzeniem wiadomo$ci na temat podejscia
statystycznego do lokalizacji genéw odsytamy do ksiazki [19].

5. Podsumowanie. Zaprezentowano klasyczne i nowe podejscia do
problemu lokalizacji genéw. Przy stosowaniu klasycznych metod napoty-
kamy na szereg probleméw, z ktérymi jestedmy sobie w stanie poradzié¢ tylko
czesciowo. Symulacje i analizy danych rzeczywistych pokazuja, ze nowe me-
tody zachowuja sie lepiej: umozliwiaja odnalezienie genéw, ktére umkneltyby
naszej uwadze przy klasycznym postepowaniu [7, 14, 23] oraz pozwalaja na
konstrukcje modeli blizszych rzeczywistosci, na przyktad dzieki uwzglednie-
niu interakeji [5]. Metody te sa wciaz rozwijanie i dostosowywane do danych

genetycznych, ktérych postaé jest jeszcze bardziej specyficzna [17,21].
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