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ELEMENTARNA MATEMATYKA ZA KULISAMI PROMOCJI
DOROTA GABOR I GRZEGORZ GABOR

STRESZCZENIE. Artykul opisuje rzeczywiste do$wiadczenia autoréw we wspdttworzeniu
pewnej promocji, ktéra pojawita si¢ na rynku w 2009 roku i, poniewaz w opinii organizatora i zle-
ceniodawcy odniosta sukces, doczekata sie kolejnych edycji. Z powodu zobowigzan autoréw wobec
firmy organizujacej promocj¢ doktadnie opisane moga by¢ tylko algorytmy zastosowane w juz za-
koniczonych edycjach.

1. WSTEP

Ekonomia, ktéra w duzej mierze opisuje funkcjonowanie podmiotéw na rynku, mimo korzysta-
nia z aparatu matematycznego, umiejscowiona jest w obszarze nauk spolecznych, gdyz uwzgled-
nia¢ musi ré6znego rodzaju spoteczne zachowania. Na wybor konsumenta, jego preferencje, na
postgpowanie konkurujacych producentéw maja wptyw nie tylko takie wzgledy jak uzytecznosé
koszykow débr, cena i jako$¢, ale tez dziatania marketingowe i atrakcyjno$¢ promociji, trafiajacych
w oczekiwania spoleczne (por. [2]). Producenci staraja si¢ wybraé taka form¢ promocji, ktéra
nie tylko bedzie atrakcyjna wizualnie lub dZzwigkowo, lecz wzbudzi rzeczywiste zainteresowanie
potencjalnych klientéw. Do takich form promoc;ji zaliczaja si¢ réznego typu loterie. Ich wieloS¢
spotykana obecnie na rynku podnosi wymagania firmom zajmujacym si¢ promocjami, ktére po-
szukuja wciaz nowych, ciekawych pomystow.

W ostatnich latach podejmowane sa stuszne dziatania popularyzujace matematyke i nauki Sciste.
Inicjuja je nie tylko ministerstwa odpowiedzialne za edukacj¢ i badania naukowe, ale takze sami
nauczyciele i naukowcy oraz r6znego rodzaju towarzystwa, majace na celu krzewienie kultury
matematycznej. Dobrym przyktadem pokazujacym w sposéb elementarny obecno$¢ matematyki
w naszym codziennym zyciu jest ksiazka Stevena Strogatza [4], ale jest tez wiele innych ksigzek
popularnonaukowych ukazujacych pigkno matematyki. Nic nie stoi na przeszkodzie, by w tym
dobrym klimacie spotecznym matematyka, czgsto nietrudna, pojawita si¢ takze w akcjach pro-
mocyjnych, stajacych si¢ w pewnym sensie zabawa dla oséb bioracych w nich udziat. O jednym
z przyktadéw promocji z matematyka w tle, konkretnie wprowadzonej na rynek, cieszacej si¢ du-
zym zainteresowaniem i majacej kolejne wznowienia, méwi ponizszy artykut.

Pracg wykonano w ramach projektu Centrum Zastosowann Matematyki, wspétfinansowanego ze Srodkéw Unii
Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego
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Zdajemy sobie sprawe, ze algorytmy podane w tym artykule moga by¢ modyfikowane i wzboga-
cane w rozny sposob. Poniewaz jednak jedna z takich modyfikacji zostata zastosowana w kolejne;j
edycji promocji obecnie uruchamianej na rynku, a inne, ktére sa nam znane, moga by¢ uzyte w ko-
lejnych edycjach, niniejsze opracowanie odstania jedynie kulisy tych promoc;ji, ktére zostalty juz
zakoniczone (2009 i 2010). Celem tej pracy nie jest wigc przedstawienie kompletnego rozwigza-
nia problemu, z jakim si¢ zetkn¢liSmy, ale podzielenie sig, ciagle rzadkimi w pracy matematyka,
doswiadczeniami wspotpracy.

Przedstawiamy tu pokrétce wszystkie etapy procesu powstawania projektu, jego wykonania oraz
realizacji w praktyce, a takze kilka ciekawych informacji o tym, z jakim odbiorem spotkata si¢
akcja promocyjna wsréd klientéw i internautow. Rozdziat 2 obejmuje krotki opis etapu wstepne-
go, w ktérym nie braliSmy udziatlu. W catym procesie jest on jednak bardzo wazny, by koncowy
efekt odpowiadal pierwotnym oczekiwaniom i zapotrzebowaniu rynku. Kolejny rozdziat opisuje
te etapy, w ktére bezposrednio zostaliSmy zaangazowani i wykorzystaliSmy nasze matematyczne
doswiadczenie. W rozdziale 4 przedstawiamy etap realizacji, a w 5 opisujemy ciekawe reakcje,
z ktérymi spotkata si¢ akcja promocyjna.

2. OD OCZEKIWAN ZLECENIODAWCY DO POMYSLU ORGANIZATORA PROMOCII

W pierwszym etapie przygotowania promocji zleceniodawca, ktéry chce zwigkszy¢ zaintereso-
wanie klientow jakim$ produktem, okresla ilos¢ srodkéw przeznaczonych na wygrane, iloS¢ np.
opakowan promocyjnych, grupe klientéw, do ktérych kieruje promocj¢ i ewentualne inne ocze-
kiwania. Z tym zwraca sie do organizatora promocji, ktéry opracowuje koncepcje 1 czuwa nad
realizacja promoc;ji.

W opisywanym przez nas przypadku producent zup btyskawicznych postanowit zwigkszy¢ za-
interesowanie klientéw swoimi produktami, wprowadzajac na rynek 32 mln opakowan promocyj-
nych bioracych udziat w loterii, w ktérej na nagrody przeznaczonych miato by¢ 200 000 zi. Firma,
ktéra podjeta si¢ przygotowania i realizacji promocji byta spétka Playprint Polska Sp. z o0.0. [7]

Rozpoczat si¢ etap znalezienia pomystu na promocje, ktéry bytby nie tylko skuteczny, ale tez
atrakcyjny dla potencjalnych graczy. Najogdlniejszy opis pierwszej koncepcji jest nastgpujacy:

W kazdym z 32 000 000 opakowan znajdowac si¢ bedzie kupon z wypisana kwota.
Jesli ktoS zgromadzi kupony, na ktérych kwoty zsumuja si¢ doktadnie do 1000 zt
lub 10 000 zt, to moze wymieni¢ je na gotowke.

Zwroémy uwage na to, ze klient znajdujac w opakowaniu kupon z liczba np. 275 widzi, ze ,,poten-
cjalnie” ma juz zebranych 275 zl, co moze go sktoni¢ do zakupu kolejnych opakowan. Nawet jesli
przekroczy kwotg 1000 zt, nie zsumowawszy do petnego tysigca, moze zbierac ,,pieniadze” dalej,
prébujac z wigkszej puli liczb usktada¢ wygrywajace kwoty.

W celu zwigkszenia atrakcyjnosci loterii, organizator zatozyt, ze kupony zawiera¢ beda liczby
co najmniej trzycyfrowe. Aby zmiesci¢ si¢ w ograniczeniach okreslonych przez zleceniodawce,
organizator zaplanowat wstepnie np.

10 wygranych po 10 000 zt i 100 wygranych po 1000 zt,

co da w sumie 10 - 10000 + 100 - 1000 = 200000 z1.
Aby uzyska¢ wigksza nietrywialno$¢ promocji i bardziej zaciekawic klientéw, okreslono, ze
powinno by¢ stosunkowo duzo réznych kwot (im wigcej, tym lepiej, ale przynaj-
mniej 150).
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Problem, ktéry pozostat do rozwiazania to: jak zaplanowaé kwoty na kuponach i liczbg kuponéw
z odpowiednimi kwotami, aby zrealizowa¢ powyzsze zamierzenia.

3. OD POMYSEU NA PROMOCIJE DO ROZWIAZANIA PROBLEMU

Przedstawiciel firmy przygotowujacej promocj¢ zwrdcit si¢ do nas z prosba o pomoc w rozwia-
zaniu problemu, oczekujac raczej kontaktu z informatykami, ktérzy napisaliby program generujacy
odpowiednie kwoty. Okazato si¢ to jednak niepotrzebne.

W rozdziale tym opisujemy, jak rodzito si¢ rozwigzanie majace zadowoli¢ zaréwno nas, jako
matematykow, jak i specjalistow od promocji. Ciekawym doSwiadczeniem byto dla nas zderzenie
ocen jakoSci rozwigzania z tych dwoch punktéw widzenia.

Pierwsze nasze pytanie brzmiato: Czy mozna zmieni¢ wysoko§¢ wygranych? Po twierdzace;j
odpowiedzi zaproponowaliSmy natychmiast dwa rozwigzania.

ROZWIAZANIE 1. Zamieni¢ wygrane na np. 999 i 9999 lub 1001 i 10001, wy-
drukowa¢ odpowiednia ilos¢ kwot nieparzystych, a pozostate parzyste. Wygrana
umozliwia wylosowanie kwoty nieparzystej.

ROZWIAZANIE 2. Przy wygranych np. 1001 i 10001 wydrukowa¢ odpowiednia
ilos¢ kwot dajacych z dzielenia przez 3 reszt¢ 2, a pozostale podzielne przez 3.
Wygrang umozliwia wylosowanie kwoty dajacej resztg 2.

Oba rozwigzania maja jednak wady. Przede wszystkim ten sam kupon moze umozliwi¢ zaréwno
mata, jak i duza wygrana, wigc, aby zmiesci¢ si¢ w warunkach podanych przez zleceniodawce,
trzeba zakladaé, ze wszystkie liczby nieparzyste w rozwiazaniu 1 lub dajace z dzielenia przez
3 resztg 2 w rozwiazaniu 2 umozliwia duza wygrana. Zatem ,,Joséw wygrywajacych” musi by¢
stosunkowo mato (tzn. 20). Te wade mozna zlikwidowac, rezygnujac z duzych wygranych (wtedy
,losow wygrywajacych” moze by¢ 200), ale to podobno znacznie ostabia atrakcyjnos$¢ promocji.
Dodatkowo w opinii specjalistow od promocji takie wygrane sa ,,brzydsze” niz 1000 1 10000,
a poza tym, co istotne, odbiorcy zbyt tatwo rozszyfruja, na czym loteria polega.

Na tym zakoniczyla si¢ pierwsza rozmowa. Problem nas jednak zaintrygowat i tego samego
wieczoru opracowaliSmy inng propozycje w dwéch wariantach, ktéra byta pozbawiona wszystkich
opisanych wyzej wad, a przy tym w pelni realizowata oczekiwania zleceniodawcy. Oto ona:

W kazdym opakowaniu promocyjnym wydrukowana jest pewna kwota. Jesli su-
ma zebranych kwot bedzie rowna DOKEADNIE 1000, 2000, 3000, 4000, 5000,
6000, 7000, 8000, 9000 lub 10000 zt, to zostanie wymieniona na rownowartos$¢
w gotowce.

ZmieniliSmy wigc zndw nieco zalozone zasady promocji, ale tym razem zwigkszylo to jej atrak-
cyjnosc. Kolejne dwa rozwigzania doktadnie opisuja warianty naszej propozycji.

ROZWIAZANIE 3. Zauwazmy, ze dlan € {1,...,10}
3.1 n-1000 = (11 —n) (mod 11),

gdzie zapis a = b (mod 11) oznacza relacje kongruencji migdzy liczbami a i b
(por. [3], rozdz. IV, par.1) zdefiniowana nastgpujaco: liczby a i b przystaja do siebie
wedtug modutu 11 (w skrécie: modulo 11), jezeli ich réznica jest liczba podzielng
przez 11.

Rzeczywiscie, niech n bedzie pewna liczba ze zbioru {1, ..., 10}. Wéwczas
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n-1000=7n-(990 +11—1)=n-90-114+ (n—1)- 11+ 11 —n
=(11—-n) (mod 11),

gdyz[n-90-11+(n—1)-11+11—n]—[11—=n]=n-90-11+ (n—1) - 11
jest liczba podzielng przez 11.

Zatem
e Suma zadnej iloSci kwot podzielnych przez 11 nie zapewnia wygranej (gdyz,
jak wynika z réwnosci 3.1, wielokrotnosci n - 1000 dlan € {1,...,10} nie

daja z dzielenia przez 11 reszty 0).

e Konkretng wygrang od 1000 zt do 10000 zt umozliwia jedynie wystarczajaco
niska kwota dajaca odpowiednia reszte z dzielenia przez 11 (np. wygrana 7000
zt - kwota dajaca reszte 4, gdyz 7000 = 7 - 1000 = (11 — 7) (mod 11), por.
3.1).

e Wystarczy dowolnie zaplanowaé ilo$¢ wygranych kazdej wielkoSci sposréd
1000, 2000, 3000, ..., 10000 w ramach puli 200 000 z1, wydrukowac¢ odpo-
wiednig ilo$¢ kupondéw z kwotami umozliwiajacymi wygrane (,,losy wygry-
wajace”), a na pozostalych - kwoty podzielne przez 11.

ROZWIAZANIE 4. Zauwazmy, ze dlan € {1,...,10}

n-1000 =n-990 +n- 10 = (n-90) - 11 +n - 10.

Zatem

e Suma zadnej iloSci kwot podzielnych przez 11 nie zapewnia wygrane;j.

e Wygrana n - 1000 zt umozliwia jedynie n odpowiednio niskich kwot dajacych
z dzielenia przez 11 liczbe 10.

e Wystarczy wydrukowac 200 trzycyfrowych kwot dajacych z dzielenia przez
11 reszte 10 (,,losy wygrywajace”), a pozostale kwoty powinny by¢ podzielne
przez 11. Laczna suma wygranych miesci si¢ w puli, cho¢ nie mozna zaplano-
wac, ile jakich wygranych padnie.

Zauwazmy ponadto, ze liczb trzy- i czterocyfrowych podzielnych przez 11 jest ponad 800, czyli
wystarczajaco duzo, by spetni¢ oczekiwania organizatora promocji. Nalezy sobie jednak zdawaé
sprawe, ze posiadanie ,Josu wygrywajacego” nie zapewnia wygranej, lecz tylko ja umozliwia,
zatem szanse wygrania sa mniejsze niz przy tradycyjnej lotertii.

Poréwnanie obu wariantéw rozwigzania problemu pozwala stwierdzic, ze:

e Do wygranej n - 1000 w rozwiazaniu 3 wystarczy jeden ,,los wygrywajacy”, w rozwiazaniu
4 konieczne jest posiadanie n ,,Josow wygrywajacych”.

e W rozwiazaniu 4 jest 200 ,,Joséw wygrywajacych”, w rozwiazaniu 3 znacznie mniej (zale-
zy w jaki spos6b zaplanuje si¢ ilo$¢ poszczegdlnych wygranych).

e W rozwiazaniu 4 kolejny ,,los wygrywajacy” daje szans¢ na wyzsza wygrana, w rozwiaza-
niu 3 moze doda¢ szans¢ na nizsza wygrana, np.

4=7000 (mod 11), tzn. kwota dajaca resztg 4 umozliwia wygrana 7000;

6 = 5000 (mod 11), tzn. kwota dajaca reszt¢ 6 umozliwia wygrana 5000;

446 =1000 (mod 11), tzn.kwoty dajace reszty 4 i 6 umozliwiaja wygrane
1000, 7000, 5000.
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Ostatnia rownoS$¢ wynika natychmiast z réwnosci 3.1, ale tez z przydatnego faktu dotycza-
cego kongruencji: jezelia = b (mod m)ic =d (mod m),toa+c = b+d (mod m) (por.
[3], rozdz. IV, par.1, wtasnosé IV). Rzeczywiscie, 4+6 = (700045000) (mod 11) = 1000
(mod 11).

e Szanse wylosowania wigkszej ilosci ,,Joséw wygrywajacych” sa w obu wariantach co naj-
mniej kilkadziesiat tysigcy razy mniejsze niz szanse wylosowania jednego, zatem w roz-
wigzaniu 4 szanse na wyzsze wygrane (W tym na najwyzsza) sa znacznie mniejsze niz
W rozwigzaniu 3.

Oczywiscie tatwo zauwazy¢, ze zaproponowane przez nas rozwigzania sa szczegdlnym przy-
padkiem nastgpujacego algorytmu.

Zleceniodawca wskazuje liczbg Z - pulg przeznaczona na wygrane i ewentualnie okresla liczbe
N < Z, ktéra nazwiemy podstawowa wygrana (w opisywanej sytuacji Z = 200000, N = 1000).

Nalezy dobra¢ dzielnik M (unas M = 11) tak, by najwigkszy wspdlny dzielnik (por. [1], rozdz.
IL, par. 7) liczb N i M byl réwny 1 oraz

e W ROZWIAZANIU 3 dopasowac liczby ky, ks . . . kps—1 tak, by
Z>k-N+ky 2N+ -+ ky_1(M—1)-N,

wtedy k; jest liczba okreslajaca ilos¢ kwot umozliwiajacych wygrang i - V.
e W ROZWIAZANIU 4 dobra¢ liczbe k tak, by

7 > kN,

wtedy k oznacza ilo$¢ ,,Jloséw wygrywajacych”.

Oczywiscie, formutujac zasady promocji, mozna zaproponowaé tylko niektére wielokrotnosci
podstawowej wygranej. Na przyktad w drugiej edycji opisywanej promocji (2010 r.) zastosowano
dzielnik M = 13 i wygrane od 1000 do 10000, jak poprzednio, cho¢ mozna bytoby dopuscié
rowniez wygrane réwne 11000 1 12000 zt.

Warto jeszcze wspomnied, ze przy M = 11 mozna fatwo sprawdzaé, czy wylosowana kwota jest
liczba podzielng przez 11 dzigki cesze podzielnoSci przez 11, nietrudnej lecz mato znanej (por. [1],
Twierdzenie 6.9): jesli liczba n jest zapisana w systemie dziesigtnym za pomoca cyir cg, . . ., Co,
liczac od lewej, i S(n) jest suma liczb dwucyfrowych ca; 102, 0 < i < %, i ewentualnie pozostatej
liczby jednocyfrowej ¢y, to n jest podzielna przez 11 wtedy i tylko wtedy, gdy S(n) jest podzielna
przez 11. Inng ceche¢ podzielnosSci przez 11, czgSciej stosowana, mozna znalez¢ na przyktad w [3].
Mowi ona, ze liczba n jest podzielna przez 11 wtedy i tylko wtedy, gdy po odjeciu od sumy cyfr
stojacych na miejscach parzystych sumy cyfr stojacych na miejscach nieparzystych otrzymamy
liczbe podzielng przez 11.

4. OD ROZWIAZANIA DO REALIZACJI W PRAKTYCE

Biorac pod uwage opisane wczesniej obserwacje, w obu dotychczas zakonczonych edycjach
promocji zdecydowano, ze zastosowane zostanie rozwigzanie 3. Wzgledy techniczne 1 doSwiad-
czenie organizatora promocji spowodowaly nastgpujace dostosowania rozwigzania do wdrozenia:

e Wybrano po jednej kwocie umozliwiajacej wygrang w kazdej wysokosci.

e Kwoty umozliwiajace wyzsze wygrane pojawily si¢ w niewielkich ilosciach (pojedynczo
lub po kilka), kwota umozliwiajaca podstawowa wygrana (np. 560 w pierwszej edycji)
pojawita si¢ ponad 100 razy.
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e Wybrano odpowiednia ilos¢ kwot podzielnych przez 11, przy czym zadbano o to, by wsréd
nich znalazty si¢ takie, ktére tatwo uzupetniaja kwoty umozliwiajace wygrane, (np. 440,
220, 110 moga tatwo uzupetni¢ 560).

e Kupony zawierajace kwoty tatwo uzupetniajace ,losy wygrywajace” stanowity 10-20%
wszystkich kuponéw z kwotami podzielnymi przez 11 (lub 13 w drugiej edycji).

W kolejnej edycji zleceniodawca oczekiwal, by wygrane byly kolejnymi wielokrotno$ciami
N = 100 az do 1000. Zastosowanie rozwiazania opisanego wyzej nie speiniatoby pewnych wa-
runkéw. Wprowadzenie stosunkowo duzego dzielnika, np. 13 lub wigcej, znacznie ogranicza 1lo$¢
kwot bedacych jego wielokrotnoSciami, natomiast mniejsze dzielniki dodatkowo zmniejszaja mak-
symalna wygrana. Konieczna byta pewna modyfikacja rozwiazania, ktéra przy zachowaniu maksy-
malnej wygranej 1000, umozliwita zwigkszenie iloSci rodzajéw kwot na kuponach. Wykorzystano
do niej poSrednio pomyst jednego z uczestnikéw warsztatéw Modelowanie matematyczne i wspot-
praca interdyscyplinarna, Gdansk, 26-28.09.2013, organizowanych przez Centrum Zastosowan
Matematyki na Wydziale Fizyki Technicznej i Matematyki Stosowanej Politechniki Gdanskie;j,
ktory pojawit si¢ w trakcie dyskusji. Jednak ujawnienie szczegétow tej modyfikacji bedzie mozli-
we dopiero po zakonczeniu edycji promocji, w ktorej zostanie wykorzystana, czyli w listopadzie
2014.

5. REAKCJE NA PROMOCJE

Akcja promocyjna Amino Lotto [8, 9], ktora tu opisujemy, spotkata si¢ z duzym zainteresowa-
niem nie tylko klientow, kupujacych zupy btyskawiczne, ale tez, na przyktad, internautow. Skupie-
nie uwagi sporej grupy osOb na samej loterii 1 jej regutach, a posrednio na marce wprowadzajace;j
na rynek produkt, powigkszyto sukces calej promocji. Ponizej przedstawiamy kilka efektow akcji
promocyjnej, jakie mozna byto zauwazy¢ w internecie.

W lipcu 2010 roku, czyli w miesiac po uruchomieniu drugiej akcji promocyjnej, hasto ,,AMI-
NOLOTTO 2010” mozna bylo znalezé w przegladarce internetowej ok. 1800 razy. Aminolotto
goscito na 174 stronach przeréznych grup dyskusyjnych. Internauci szukali najlepszych sposobéw
na wygrana, rozpracowywali zasady loterii i niektérzy z nich probowali faczy¢ sity, aby uzyskaé
maksymalnie duzo wygranych. Na wielu stronach pojawiaty si¢ oferty sprzedazy saszetek (nawet
20 zt za saszetke!) (por. [S]).

Do ciekawszych zjawisk zwigzanych z loterig zaliczy¢ mozna powstanie dostgpnych w sieci kal-
kulatoréw wygranych, np. ,,Kalkulatrycy”. Przygotowano nawet filmy instruktazowe postugiwania
si¢ kalkulatorem (por. [6]).

Stworzono, nieinspirowany przez organizatorOw promocji, specjalny serwis alotto.destinier.com
zrzeszajacy graczy w loterii. Niektérym specjalistom od promocji trudno byto uwierzy¢, by taki
ruch w internecie powstat spontanicznie i nie byt inicjowany lub wspomagany przez organizatoréw.
To jednak byta prawda.

Wazne bylo to, ze nawet odgadnigcie zasad loterii (w kazdej z jej odston) nie obnizato zaintere-
sowania promocja, a nawet mobilizowato do wspdlnego zaangazowania 1 wymiany informacji.

Z puli nagréd wyptacono 28% w pierwszej i 35% w drugiej edycji, co jest, wedtug specjalistow,
bardzo dobrym wynikiem i odzwierciedla duze zainteresowanie akcja promocyjna. Zazwyczaj wy-
ptaty te sa duzo nizsze.

Podzigkowania. Pragniemy podzigkowa¢ mgr. Wojciechowi Koczorowskiemu z firmy Playprint
Polska Sp. z 0.0. za zainteresowanie nas problemem, zaproszenie do wspétpracy i zaufanie, a takze
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wspottworzenie prezentacji podczas warsztatow Modelowanie matematyczne i wspotpraca inter-
dyscyplinarna, Gdansk, 26-28.09.2013. Wspdlne tworzenie projektu taczacego elementarng mate-
matyke i wymagania rynku bylo i jest dla nas bardzo ciekawym i ubogacajacym do§wiadczeniem.
Dzigkujemy rowniez dr. hab. Grzegorzowi Graffowi z Politechniki Gdanskiej, ktéry, mimo na-
szych oporéw, wielokrotnie i wytrwale zachgcat nas do podzielenia si¢ tym do§wiadczeniem.
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