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MODELOWANIE CYKLI KONIUNKTURALNYCH PRZY POMOCY ROWNAN
ROZNICOWYCH

PIOTR HACHULA

STRESZCZENIE. Artykut stanowi przeglad wybranych modeli cykli koniunkturalnych opisanych
jezykiem matematycznym przy pomocy réwnan réznicowych. Pokazano jak aparat matematyczny
moze zostaé wykorzystany przez ekonomistéw do formulowania oraz analizowania modeli ekono-
micznych. We wprowadzeniu przedstawiono zarys ekonomicznej teorii cykli koniunkturalnych oraz
podstawowe modele ekonomiczne. W zasadniczej czgsci pracy zostaly przedstawione dwa mode-
le: Samuelsona oraz Goodwina-Hicksa — ich zatozenia, sformutowanie w postaci uktadéw réwnan
réznicowych oraz analiza stabilnosci punktéw statych.

1. WPROWADZENIE

1.1. Teoria cykli koniunkturalnych.

Definicja 1.1. Podajac za [3] cyklem koniunkturalnym (gospodarczym) nazywamy powtarzajace
si¢, cho¢ nie zawsze regularne pod wzglgdem dlugosci i amplitudy wahania aktywnoSci gospodar-
czej (koniunktury) w okresie od dwdch do dziesigciu, a nawet kilkunastu lat. Wahania te przejawia-
ja si¢ w zmianach absolutnych, odchyleniach od trendu lub wahaniach dynamiki (stopy wzrostu)
r6znych zmiennych ekonomicznych, ktére opisuja poziom aktywnosci gospodarczej. Najczgsciej
tymi zmiennymi sa: produkt krajowy brutto (PKB), zatrudnienie, ceny, wielko$¢ eksportu i im-
portu, wskazniki rynku kapitatowego, naktady inwestycyjne i zapasy, dochody i wydatki ludnosci,
obroty 1 zyski przedsigbiorstw.

Zadaniem teorii cykli koniunkturalnych jest wyjasnienie przyczyn periodycznosci oraz powta-
rzalnoSci przebiegu zdarzen. W tym celu nalezy dokona¢ analizy elementéw budowy cyklu ko-
niunkturalnego, ktéry jako proces gospodarczy o okreslonej dynamice zbudowany jest z dwéch
podstawowych elementow: faz cyklu oraz punktéw zwrotnych.

W cyklu koniunkturalnym wyrézniamy:

e gbrny punkt zwrotny,
e faze¢ spadku,
e dolny punkt zwrotny,
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RYSUNEK 1. Fazy cyklu koniunkturalnego, oprac. wtasne na podstawie [3] str. 13

e fazg wzrostu.

Gorny punkt zwrotny to punkt w danym cyklu, w ktérym gospodarka osiagneta najwyzszy po-
ziom swej aktywnosci. Mozna go tez interpretowaé jako poczatkowy punkt fazy spadku lub punkt
konczacy fazg wzrostu. Analogicznie dolny punkt zwrotny to moment w danym cyklu, w ktérym
gospodarka osiagneta najnizszy poziom aktywnosci.

Poszczeg6lne fazy cyklu koniunkturalnego zostaty zaprezentowane na rysunku 1, na ktérym
punkt G oznacza gérny punkt zwrotny, a D — dolny punkt zwrotny. Pomi¢dzy punktami G 1 D
wystepuje faza spadku, a od punktu D do G aktywnoS¢ gospodarcza charakteryzuje si¢ wzrostem
gospodarczym. Pelny cykl koniunkturalny wystgpuje pomigdzy dwoma kolejnymi gérnymi lub
dwoma kolejnymi dolnymi punktami zwrotnymi.

Klasyczny cykl koniunkturalny obejmuje cztery fazy:

® recesje,

e depresj¢ pokryzysowa,
e ozywienie,

e ekspansje.

Recesja jest przejawem spadku ogdlnej dziatalno$ci gospodarczej, przede wszystkim produkcji
i zatrudnienia. Depresja pokryzysowa w cyklu koniunkturalnym jest najnizszym jego punktem,
w ktérym ogdlny poziom aktywnosci gospodarczej przestaje spadaé. W czasie fazy oZywienia
wzrasta poziom aktywnosci, a ekspansja dotyczy sytuacji, gdy ogélny poziom aktywnoSci prze-
staje rosnac.
Na rysunku 2 przedstawiony zostat przebieg klasycznego cyklu koniunkturalnego, w zakresie
zmian poziomu dochodu narodowego.

Nalezy podkresli¢, ze kazda z faz cyklu koniunkturalnego jest procesem, a nie chwilowym sta-
nem. Biorac pod uwage zatrudnienie, dochdd narodowy i ceny, ich zmiany w poszczegdlnych
fazach cyklu koniunkturalnego beda si¢ przedstawiaty w nastgpujacy sposéb:

e recesja — spadek cen, dochodu narodowego, wzrost bezrobocia,
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RYSUNEK 2. Klasyczny cykl koniunkturalny, oprac. wtasne na podstawie [3] str. 16

e depresja pokryzysowa — niski popyt, niskie ceny, ustaje spadek produkcji i wzrost bezro-
bocia,

e ozywienie — stopniowy wzrost produkcji, zatrudnienia, zyskow i dochodéw ludnosci,

e ckspansja — szybki wzrost produkcji, zatrudnienia, zyskow i dochodéw ludnosci.

Poczatek teorii cykli koniunkturalnych, a nastgpnie modelom dynamicznym opisujacym te cykle,
daty prace J.M. Keynesa [2].

1.2. Podstawowe modele cykli koniunkturalnych.

1.2.1. Model ekonomiczny Keynesa. Zasadnicza niewiadoma w modelu Keynesa, ktéra nalezy
wyznaczy¢ w celu zrozumienia funkcjonowania gospodarki rynkowe;j, jest wielko§¢ dochodu na-
rodowego. W modelu tym istnieje mechanizm dochodzenia do réwnowagi, ktéry powoduje dosto-
sowanie do siebie oszczgdnosci i przysztych inwestycji. Procesy dostosowawcze wymagaja zmian
w rozmiarach dochodu narodowego, a to zwiazane jest z wystgpowaniem wahan cyklicznych. Sa-
mo pojecie cyklu sugeruje istnienie opdZnien czasowych w procesie dostosowawczym. Zauwazmy,
ze gdyby gospodarka reagowata natychmiast na kazde zakidcenie, to nalezatoby przypuszczac, ze
w obrazie aktywnosci gospodarczej wystepowalyby ostre skokowe zmiany w gére 1 w dét, a nie
powtarzajace si¢ na przemian okresy recesji i ozywienia.

W modelu Keynesa Zrédtem wzrostu lub spadku produkcji, dochodu narodowego i zatrudnienia,
czyli ogdlnie Zrédtem cykli gospodarczych sa inwestycje. Latwo uzasadni¢ dlaczego inwestycje,
a nie na przyklad wydatki konsumpcyjne sa przyczyna wahan cyklicznych. Otéz podczas gdy
konsumenci sa w stanie do$¢ szybko dostosowaé swoje wydatki do zmieniajacych si¢ dochodéw,
to juz zmiany w wydatkach inwestycyjnych wymagaja diuzszego czasu. Przedsigbiorstwa, czyli
inwestorzy, nie angazuja si¢ pochopnie w duze i nieodwracalne przedsigwzigcia inwestycyjne,
a ponadto realizacja inwestycji nie jest natychmiastowa, np. fabryki nie buduja si¢ z dnia na dzien.

Model cyklu koniunkturalnego Keynesa jest modelem statycznym, poniewaz wahania dokonuja
si¢ wokot poziomu stacjonarnego, tzn. trend wzrostu w okresie obejmujacym catly cykl jest zerowy.



4 P. HACHULA

TABELA 1. Obliczanie mnoznika ([1] str. 61)

Okres | Zmiany dochodu | Zmiany konsumpcji | Zmiany inwestycji
n Y C I
1 0 0 1
2 1 0.7 0
3 0.7 0.7 -0.7 0
4 0.49 0.49 -0.7 0
5 0.343 0.343 -0.7 0

Podstawowym modelem cyklu koniunkturalnego opartym na teorii Keynesa jest model mnoznika-
akceleratora.

1.2.2. Model mnoznika-akceleratora. Jak podaje [1] model mnoznika-akceleratora rozr6znia skut-
ki i przyczyny zmian wydatkéw inwestycyjnych. W modelu tym wzrost inwestycji prowadzi w krét-
kim czasie do jeszcze wigkszego wzrostu catkowitego dochodu. Wydatki inwestycyjne podno-
sza globalny popyt nie tylko bezposrednio, lecz zwigkszajac dochody pobudzaja takze posrednio
sktonno$¢ do wydatkéw konsumpcyjnych. Zaleznos¢ t¢ nazywa si¢ mechanizmem mnoznika.

Definicja 1.2. Mnoznikiem nazywamy stosunek zmiany dochodu zapewniajacej utrzymanie row-
nowagi pomigdzy dochodem a planowanymi wydatkami, do powodujacej ja zmiany w wydatkach
autonomicznych, tzn. niezaleznych od dochodu.

Mnoznik informuje, jak zmieni si¢ dochéd pod wptywem zmian w wydatkach autonomicznych.
Wielkos¢ mnoznika jest zalezna od kraricowej sktonnosci do konsumpcji.

Definicja 1.3. Kraricowa sktonnos¢é do konsumpcji (w skrécie KSK, dalej oznaczone przez 0 <
s < 1) jest to czes¢ przyrostu dochodu, ktéra konsumenci moga przeznaczy¢ na konsumpcje.

W interpretacji geometrycznej jest to nachylenie wykresu funkcji konsumpcji, czyli zaleznosSci
wielkosci konsumpcji od dochodu.

Aby wyznaczy¢ ogbélny wzér na wielko§¢ mnoznika mozna postuzy¢ si¢ przyktadem.

Przyklad 1. KSK wynosi 0.7. W pierwszym okresie odnotowano jednostkowy przyrost popy-
tu inwestycyjnego. To z kolei w nastgpnym okresie pociaga zmiang w wielkosci dochodu o 1.
Z definicji KSK konsumpcja w tym okresie wynosi 0.7-1. W zwiazku ze zwigkszona konsump-
cja zwigkszaja si¢ dochody o 0.7. Ponownie w odpowiedzi na zwigkszony dochdd zwigkszaja sig
wydatki na konsumpcj¢ o 0.7-0.7. I tak dalej. Zmiany wielkoSci dochodu, konsumpcji i inwestycji
przedstawione sa w tabeli 1.

W celu uzyskania warto$ci mnoznika nalezy zsumowac wszystkie przyrosty dochodu w kazdym
okresie:

mnoznik = 1 + 0.7+ 0.7% + 0.7° + 0.7* + . ..
Natychmiast widaé, ze prawa strona réwnosci jest suma szeregu geometrycznego z a; = 1iq =

0.7.
Korzystajac ze wzoru na sumg¢ nieskoficzonego szeregu geometrycznego otrzymuje si¢, ze

1
1-0.7

mnoznik =
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Na podstawie przyktadu mozna wywnioskowac ogélng posta¢ wzoru na mnoznik:

mnoznik =

1—s
Jak pokazano model mnoznika uwzglednia skutki zmian wielkoSci inwestycji, nie podaje jednak
ich przyczyn. W celu uzupetnienia wyjasnienia catosci procesu dostosowawczego skonstruowana
zostala zasada przySpieszenia.

Definicja 1.4. Zasada przyspieszenia lub model akceleratora zaktada, ze przedsigbiorstwa ocenia-
ja przyszta wielko$¢ produkcji, a przez to tez dochodéw, poprzez ekstrapolacje dotychczasowego
wzrostu produkcji. Wzrost produkcji (dochodu) w statlym tempie skutkuje niezmiennym pozio-
mem inwestycji. Zatem do zwigkszenia zamierzonego poziomu inwestycji konieczny jest przy-
$pieszony wzrost produkcji (dochodu).

2. ANALIZA WYBRANYCH MODELI

2.1. Model Samuelsona. Pierwszenstwo w sformulowaniu teorii wzajemnego oddziatywania
mnoznika i akceleratora w oparciu o prace A.H. Hansena przypisuje si¢ P. Samuelsonowi. Za-
tozenia modelu Samuelsona sa nastgpujace:

e aktualna konsumpcja C), jest liniowa funkcja dochodu Y;,_; z poprzedniego okresu, a nie-
skonsumowana czg¢$¢ dochodu zachowywana jest w formie oszczednosci,

e obecne inwestycje [, rosng w miar¢ wzrostu konsumpcji, a co za tym idzie, zgodnie
z pierwszym zatozeniem, takze w miar¢ wzrostu dochodu,

e dochdd Y, jest sumg inwestycji, konsumpcji oraz statych, autonomicznych wydatkéw bu-
dzetowych.

Matematycznie model Samuelsona mozna zapisac jako dyskretny uktad dynamiczny:

Cn+l = SYn,
In+l = U(Cn+1 - Cn)> ne Na
YnJrl = CnJrl + [n+1 + A07

gdzie Ag = Cy+ Iy + G jest ustalone w danej gospodarce i jest suma minimalnej konsumpcji Cy,
niezaleznych inwestycji I oraz stalych wydatkéw lub wptywéw budzetowych . Ponadto dane
sa warunki poczatkowe Yy, Cj.

Powyzszy uktad mozna sprowadzi¢ metoda podstawiania do postaci liniowego réwnania rézni-
cowego drugiego rzedu:

Yo =sY,+sv(Y, =Y, 1)+ A4, n=12...,

gdzie Yy, Y; sa dane. Przyjmujac w powyzszym rownaniu sv = « otrzymuje si¢ postaé, na ktorej
zostaty oparte dalsze rozwazania:

(2.1) Yn+1 =Y, 1+ @(Ynfl - Yn72) + AO) n=12...

Wspdtczynnik o > 0 jest opisanym wczesnie] akceleratorem, ktoéry okresla szybko$¢ reakcji in-
westycji na zmiany dochodu, stata 0 < s < 1 reprezentuje keynesowska krancowa sktonnos¢ do
konsumpcji, a wspétczynnik v > 0 oddaje relacj¢ migdzy dwoma powyzszymi jako v = <.

Poniewaz réwnanie w modelu Samuelsona jest liniowe, mozna je rozwiazaé wprost, korzystajac
z metod rozwigzywania réwnan drugiego rzgdu postaci

ax, + br, 1+ cry_9 = gn.
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Dla utatwienia zmniejszajac wskaznik n o 1 réwnanie (2.1) mozna zapisa¢ w postaci
2.2) Y,—(s+a)Y,1+aY, s=A4, n=23,...

Woéwczas widaé, ze wspoétczynniki a, b, c oraz funkcja g,, rownaja sig:

a=1,
b=—(s+a),
c=q,
gn = Ap.

Sumaa+b+c=1—-—s—a+a=1-—s# 0, zatem rozwiazania szczegdlnego réwnania (2.2)
nalezy szuka¢ wsréd funkcji statych:

YP =k.

n

Wstawiajac Y,, = Y,,_1 = Y,,_» = k do (2.2) otrzymuje sig¢, ze
k—(s+ a)k+ ak = Ay,

Ay
1—s5

k=
Zatem rozwigzanie szczegOlne jest postaci

yr— Ao

"o 1-—s

Punkt ten jest punktem réwnowagi uktadu dynamicznego (2.2).
Rozwiazanie ogdlne réwnania (2.2) jest postaci

A
n:mw+@w+fi,

gdzie Ay, A, wyznacza si¢ na podstawie danych warunkéw poczatkowych Y, Yy, a A; i g sa
pierwiastkami réwnania charakterystycznego

ch(\) =X — (s+a)d+a=0,

czyli

(s+a)x4/(s+a)?—4da
1,2 = 5 .

Obszary ptaszczyzny («, s), w ktérych punkt réwnowagi réwnania (2.2) jest stabilny lub niesta-
bilny zostaly zaznaczone na rysunku 3. Obszary te zostaly wyznaczone w oparciu o znane twier-
dzenia opisujace zaleznoS¢ stabilnosci punktow rownowagi rownania liniowego od wielkosci pier-
wiastkéw réwnania charakterystycznego, ktére méwia, ze punkt réwnowagi jest stabilny (a nawet
silnie stabilny czyli przyciagajacy), gdy wszystkie pierwiastki sa co do modutu mniejsze od 1, a
niestabilny lub silnie niestabilny gdy warunek ten nie jest spetniony ([4], str. 8). Obszary zostaly
ograniczone przez:

e warunki nalozone na parametry « i s, wynikajace z sensu ekonomicznego,
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RYSUNEK 3. Zalezno$¢ migdzy parametrami s i a a dynamika uktadu (2.1), oprac. wilasne

e wykres zaleznoSci parametru s od parametru «, gdy wyrdznik réwnania charakterystycz-
nego A = (; zaleznos¢ ta ma postac

(s+a)* —4a =0,
lub w postaci jawne;j
(2.3) s(a) = 2y/a — a.

e prostag o = 1, ktéra wynika z zadania, aby obydwa pierwiastki byly co do modutu mniejsze
od 1; warunek ten mozna zapisac jako |\ As| < 1, co w przypadku réwnania (2.2), stosujac
wzory Viete’a daje v < 1 ([5] str. 52).

Rozpatrujac obszar 0 < s < 1, a > 0 stwierdzamy, ze:

(1) ponad wykresem zalezno$ci (2.3) rownanie charakterystyczne ma dwa pierwiastki rzeczy-
wiste; wowczas jezeli & < 1 (obszar 4) to punkt réwnowagi jest stabilny, w przeciwnym
przypadku, gdy o > 1 punkt rOwnowagi jest niestabilny (obszar 1),

(2) W obszarze ponizej wykresu (2.3) pierwiastki rownania charakterystycznego sa zespolone;
rozwiazanie ogélne rownania (2.1) jest wowczas postaci

Ao

Yn = ’[“n([Bl COS(?’ZQ) + BQ Sln(ne)] + 1 — S’

gdzie r = £ = « oraz 6 sa odpowiednio modutem i argumentem pierwiastkéw zespolo-

nych réwnania charakterystycznego, a state B, B, wyznacza si¢ korzystajac z warunkow
poczatkowych. W tym przypadku dla stabilnosci wymagane jest aby modut pierwiastkéw
zespolonych rownania charakterystycznego byt mniejszy od 1, co w przypadku réwnania
(2.2) oznacza o < 1 (obszar 3). Punkt jest niestabilny w przeciwnym przypadku, czyli gdy
« > 1. (obszar 2).
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Uwagi.

(1) Dalsza, bardziej szczegdtowq analiz¢ powyzszego modelu mozna znalez¢é w [5], szczegdl-
nie na stronie 34, gdzie oprécz powyzszych rozwazan dotyczacych stabilnosci rozwazana
jest réwniez monotoniczno$¢ oraz okresowos¢ trajektorii.

(2) Interpretacja ekonomiczna. Punkt réwnowagi modelu ekonomicznego to takie wartoSci
zmiennych ekonomicznych, ktére pozostaja niezmienne w czasie. W przypadku powyz-
szego modelu wartosci dochodu, inwestycji i konsumpcji w punkcie rownowagi pozosta-
ng ustalone. Badanie stabilnosci takiego punktu pozwala na okreSlenie jak zachowuja si¢
trajektorie (ciag wartosci w kolejnych okresach) w otoczeniu takiego punktu. Stabilnosé
oznacza, ze trajektorie znajdujace si¢ w otoczeniu takiego punktu pozostang w tym oto-
czeniu w kolejnych okresach. Dodatkowo wilasnos¢ silnej stabilnosci informuje o tym, ze
trajektorie ostatecznie zbiegaja do punktu statego, aby ostatecznie go osiagnac. W sensie
ekonomicznym oznacza to, ze punkt rownowagi zostanie osiagnigty po pewnej skonczonej
liczbie okresow.

2.2. Model Goodwina-Hicksa. Kolejnym modelem ekonomicznym powstaltym na gruncie eko-
nomii Keynesa byt model Hicksa (1950). Model Hicksa opiera si¢ na tych samych zalozeniach
co model Samuelsona, ale jest uzupetniony o dodatkowe opdZnienie czasowe oraz nieliniowe sta-
bilizatory, ktére czynia go bardziej realnym, na przyktad ograniczenie gérne wynikajace z wy-
korzystania wszystkich mozliwych zasobéw — tzw. sufit, lub tzw. podloga — minimalny poziom
inwestycji. W tym samym czasie co Hicks, rezultaty swoich badan ogtosit R. Goodwin, ktory
wprowadzit do modelu Samuelsona nieliniowa funkcj¢ inwestycji. Szybko$¢ zmiany inwestycji,
lub inaczej pochodna funkcji inwestycji wzgledem zmiennej Y jest akceleratorem, ktéry w tym
przypadku nie jest juz stala.

W dalszej czg¢sci zostaty przeanalizowane wlasnosci uktadu dynamicznego, ktory taczy i uogdl-
nia idee Goodwina i Hicksa. Przez model Goodwina-Hicksa rozumie¢ bgdziemy uogdélnienie row-
nania Samuelsona postaci

(2.4) Voor =Yy + 1Y, — Yo 1)+ Ay, n=1,2,...,

gdzie I : R — R jest niemalejaca funkcja inwestycji, a pozostate zmienne i wielkoSci sa zdefinio-
wane jak poprzednio.
Niech
oraz
g(t) =1(t)+ Ay, teR,
gdzie g : R — R, to widaé, ze rownanie (2.4) jest szczegélnym przypadkiem réwnania drugiego
rzedu typu x,,1 = cx, + g(x, — x,_1), ktérego szczegdlne wlasnosci zostalty przedstawione w [4]
str. 172 1 zostaly wykorzystane w ponizszej analizie.
Dla dalszych rozwazah wymagane jest sprecyzowanie zatozen natozonych na funkcje inwestycji /.
Definicja 2.1. Funkcjq inwestycji Goodwina nazywamy funkcje G € C'(R) spelniajaca nastgpu-
jace warunki:
(i) G(0) = 0 oraz G(t) + Ay > 0 dlakazdego t € R,
(il) G'(t) > 0 dla kazdego ¢t € R oraz dodatkowo G'(0) > 0,
(iii) istnieja state to > 010 < a < 1 takie, ze G(t) < at dla kazdego t > t.
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Na rysunku 4 pokazano przyktadowy wykres funkcji Goodwina.

G(ﬂ at ,*

------------ -(AD+C|}+G3)

RYSUNEK 4. Funkcja inwestycji Goodwina, oprac. wtasne na podstawie [4] str. 245

W dalszych rozwazaniach przydatne beda nastgpujace lematy, ktérych dowody znajduja si¢ w [4]:

Lemat 2.2 ([4] str. 174). Niech dane bedzie rownanie x, 11 = cx, + g(x, — T,,_1). Niech funkcja
g : R — R bedzie niemalejqca i ograniczona z dotu i niech ¢ < 1.

Jezeli istnieje o € (0,1) i ug > 0 takie, ze g(u) < au dla kazdego u > wuy, to dane réwnanie
posiada nietrywialny przedziat absorbujqcy. W szczegolnosci wszystkie rozwiqzania tego réwnania
sq ograniczone.

Lemat 2.3 ([4] str. 248). Dane jest rownanie
(2.5) Ynt1 = SYn + G(Yn — Yn—1) + Ao, 0<s<1l,n=12,...

gdzie G jest funkcjq inwestycji Goodwina. Jezeli G'(0) > 1, to wszystkie nietrywialne rozwiqzania
powyzszego rownania sq ograniczone i posiadajq co najmniej dwa punkty skupienia, co oznacza,
Ze uporczywie oscylujq ([4] str. 165), ostatecznie w przedziale absorbujgcym [0, lt_ls + 1], gdzie
t1 > to jest tak duze, ze G(t) + Ag < at dla kazdego t > t, o ile G(t) < at dlat > t.

Mozna zauwazy¢, ze definicja 2.1. ogranicza istnienie funkcji Goodwina tylko do przypadku,
kiedy Ay > 0. Poniewaz gdyby Ay = 0, to zgodnie z punktem () definicji 2.1. musiatoby zacho-
dzi¢ G'(t) > 0 dlakazdego t. Ale tatwo zauwazy¢, ze niemozliwe bytoby wéwczas uczynic zadosé
zatozeniom, ze G(0) = 0 i jednoczesnie G'(0) > 0. To ostatnie oznacza, ze G jest Scisle rosnaca
w pewnym otoczeniu zera, czyli réwniez dla pewnych argumentéw ujemnych. Zatem funkcja G
musi by¢ ujemna dla ¢ < 0 i dopiero ros$nie gdy t — 0, aby osiagnaé w zerze wartos¢ 0. Dla
rozpatrzenia przypadku A, = 0 trzeba uogdlni¢ definicj¢ funkcji Goodwina.

Definicja 2.4. Funkcje H € C(R) nazywamy funkcjq inwestycji Goodwina-Hicksa, jezeli spetnia
nastgpujace warunki:

(i) H(0) = 0oraz H(t) + Ao > 0 dlakazdego t € R,
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(ii) H jest niemalejaca w calym R, a dodatkowo Scisle rosnaca w przedziale (0, §) dla pewnego
0 >0,

(iii) istniejg state to > 0,0 < a < 1 takie, ze H(t) < at dla kazdego t > t.

Widaé, ze jedyna zmiang jest zmiana zatozenia o Scislej monotonicznoSci funkcji inwestycji
w otoczeniu zera. Funkcja Goodwina-Hicksa musi by¢ §ciSle rosnaca dopiero po przekroczeniu
zera. Zatem wcze$niej moze by¢ funkcja stata H(t) = 0 dla ¢t < 0, co pozostaje w zgodzie
z zatozeniem, ze H(t) + Ay > 0 w przypadku gdy Ay = 0.

Z tak zdefiniowana funkcja inwestycji mozna przeanalizowaé¢ dynamike uktadu Goodwina-
Hicksa (2.4) w przypadku gdy Ay = 0.

Dynamika uktadu przedstawiona zostala w formie twierdzenia:

Twierdzenie 2.5. Zatoimy, ze Ay = Iy + Cy + Gog = 0. Wowczas wszystkie rozwiqzania réwnania
(2.6) Yni1 = SYn + HYn —Yn—1), 0<s<ln=12...
sq zbiezne do zera, od pewnego miejsca monotonicznie. Ponadto, nastgpujqce stwierdzenia sq
prawdziwe:

(i) Jezeli H € C*(R), to H'(0) = 0 oraz poczatek uktadu wspotrzednych jest asymptotycznie

stabilny.
(ii) Jezeli H(t) = bt w przedziale (0, 1) przy pewnym ustalonym r > 0 oraz

b>(1++V1—3s)

to wowczas poczatek uktadu jest niestabilny.
Jesli 0 = yo < y1 < 1, to trajektoria {y,} jest rosnqca i oddala si¢ od zera tak dtugo,
dopoki y, — yp—1 < T.
Dowéd. Jak zauwazono wczesniej, poniewaz Ay = 0 to H(t) = 0 dlat < 0. Istniejg teraz dwie
mozliwosci:
(1) istnieje Scisle rosnaca trajektoria {y,, } réwnania (2.6),
(2) dla kazdego rozwiazania istnieje liczba k£ > 1, dla ktérej yx_—1 > yi.
Pierwszy przypadek nie moze wystapi¢ dla rozwiazan dodatnich, bo zgodnie z lematem 2.2 rosna-
ce trajektorie maja ograniczenie 7, przy czym

T= nh—g)lo[syn + H(yn - ynfl)] = ST + H(O) = 8T,

co pociaga za soba, ze 7 = (.
Dla warunkéw poczatkowych yo, y1 < 0 ciag {y,} jest rosnacy, poniewaz

Yn+1 = SYn + H(Qn - yn—l) > SYn > Yn

tak dlugo jak ¥, jest ujemne. Zatem albo y,, — 0 przy n — oo albo y,, musi sta¢ si¢ dodatnie, co
jest, jak pokazaliSmy, niemozliwe. Zatem y,, zmierza do zera.
W drugim przypadku mamy

Ye+1 = SYk < Yk,
zatem {y,, } jest SciSle malejacy dlan > k. Poniewaz zero jest jedynym punktem réwnowagi, zatem
mamy, ze y, — 0 przy n — oo.
Niech teraz spetnione bedzie zatozenie (i). Jezeli H(t) jest stata dlat < 0, to H'(t) = 0 dla
t < 0, ponadto poniewaz H'(t) jest ciagta, to H'(0) = 0.
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Poniewaz H(0) = 0 réwnanie charakterystyczne redukuje si¢ do réwnania
A — s\ =0,

a jego rozwigzania A\; = 01 Ay = s sa wartoSciami wlasnymi jakobianu odwzorowania h okresla-
jacego uktad dynamiczny (2.6), tj.

h(ym ynfl) = SYn + H(yn - ynfl)'

Poniewaz obydwie warto$ci wtasne sa mniejsze od 1, to poczatek uktadu wspoétrzednych jest
asymptotycznie stabilny.

Niech teraz spetnione beda zatozenia punktu (ii). Wéwczas w przedziale (0, ) réwnanie (2.6)
przyjmuje posta¢ (po zmniejszeniu indeksu n):

Yn — SYn-1 —b(Yn_1 — Yn2) =0, n=23 ...,
2.7 U — (s +0)Ypn1 —byn2=0, n=23,....
Wyrdéznik rownania charakterystycznego
A= (s+b)*—4b>0,

zatem warto$ci wlasne \; i Ao s postaci

1
M = S(s+b— /(s + b2 — ),

1
Ay = §(s+b—|— (s +b)? — 4b),
a ponadto mozna dla nich zapisaC ciag nieréwnosci:

0< A <1<
Dla warunkéw poczatkowych
yo = O oraz y; € (0,r),
rozwigzaniem réwnania (2.7) jest ciag okreSlony nastgpujaco:

n
Un = (AL — A7)
(s+b2—db -

Widad, ze ciag {y,} okresSlony powyzej jest rosnacy, co wigcej rosnacy wyktadniczo. Kolejne
wyrazy oddalaja si¢ od zera, przynajmniej dopoki ktéryS z nich nie przekroczy r. Zatem pokazano,
ze poczatek ukladu jest niestabilny, a tym samym twierdzenie zostato udowodnione.

Uwagi.

(1) Dalsza, bardziej szczegélowa analiz¢ powyzszego modelu mozna znalezé w [4], szcze-
gblnie na stronach 243-269, gdzie powyzsze rozwazania dotyczace wybranego przypadku
rozszerzone zostaly o analiz¢ innych przypadkéw, m. in. modyfikacje funkcji Goodwina-
Hicksa czy przypadek catkowitej konsumpcji oszczgdnosci.

(2) Interpretacja ekonomiczna. Przyjrzyjmy si¢ twierdzeniu 2.5, w szczegdlnosci punktowi
(i1), ktory okresla przypadek, gdy punkt réwnowagi jest niestabilny — w interpretacji eko-
nomicznej oznacza to, ze wielko$S¢ dochodu bliska punktowi réwnowagi oddala si¢ od nie-
go, jednak tylko dopdki réznica migdzy wartoSciami dochodu w dwdch kolejnych okresa-
mi przekroczy warto$¢ . Przyczyna utraty stabilno$ci pokazanej w punkcie (i) jest zmiana
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natury funkcji A w zerze (czyli punkcie réwnowagi). Mianowicie zalozenie konkretnej po-
staci funkcji Goodwina-Hicksa w przedziale (0,r), w tym przypadku liniowej, powoduje
utrat¢ wtasnosci gtadkosci funkcji (w zerze funkcja nie jest rézniczkowalna w sposéb cia-
gly). Warto$¢ » mozna interpretowac jako ,,parametr bezpieczenstwa”, do ktérego pozwala
si¢ aby gospodarka si¢ rozpedzata, natomiast po jego przekroczeniu wracata do rownowa-

gl
3. PODSUMOWANIE

Modelowanie zjawisk makroekonomicznych przy pomocy rownan réznicowych i ich uktadéw
sa ciekawym przykladem zastosowania matematyki w naukach spotecznych. Zjawiska te, mimo
ze ze swojej natury ciagte, mierzone s3 w okreS§lonych momentach, stad zastosowanie modeli
dyskretnych nasuwa si¢ natychmiastowo. Klasyczne modele zaproponowane w potowie XX wieku,
ktére zostaty przedstawione i przeanalizowane w niniejszym artykule, poprzez prostotg swoich
zatozen oraz ich stosunkowo tatwa analiz¢ moga by¢ dobra podstawa do tworzenia nowoczesnych
i szczeg6towych modeli, ktére wierniej oddadza wyzwania wspotczesnej ekonomii.
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