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ZASTOSOWANIE ANALIZY FRAKTALNE]J W OPISIE STRUKTURY, MORFOLOGII
I TRANSPORTU MASY PRZEZ MEMBRANY POLIMEROWE

MONIKA KRASOWSKA, ANNA STRZELEWICZ I GABRIELA DUDEK

STRESZCZENIE. Analiza fraktalna moze stanowi¢ podstawg iloSciowego opisu struktury i morfo-
logii materialéw polimerowych. Polega ona na wyznaczeniu wymiaru fraktalnego i uogélnionego
wymiaru fraktalnego zbioréw wykazujacych samopodobieristwo. Wyznaczone parametry moga po-
stuzy¢ do réznicowania struktury i morfologii materiatéw polimerowych oraz opisu transportu na
ich strukturze. Wyznaczenie wzajemnych relacji migdzy morfologia, a wlasnosciami transportowy-
mi membrany pozwoli na projektowanie membran o pozadanych wilasnoSciach separacyjnych.

1. WSTEP

Separacja membranowa jest stosunkowo prosta metoda rozdzielania gazéw, a na jej powszechne
stosowanie wptywa niski koszt, mate zuzycie energii, wytrzymato$¢ mechaniczna i stabilnos¢ ter-
miczna stosowanych membran, ich dobre wlasnosci separacyjne oraz brak koniecznosci regenera-
cji [21]. Kazdy gaz ma charakterystyczna zdolno$¢ przenikania, ktdra jest funkcja jego zdolnosci
do rozpuszczania i dyfuzji w membranie. Do rozdzielania gazéw stosuje si¢ membrany o roz-
nej strukturze, co wptywa na mechanizm rozdziatu mieszaniny. W przypadku membran porowa-
tych mechanizm rozdzialu opisuje efekt Knudsena polegajacy na dominacji zderzefi gaz/$ciana.
W membranach ultramikroporowatych rozdzielanie zachodzi na podstawie r6znicy dyfuzji r6znej
wielkoSci czasteczek 1 efektow adsorpcyjnych. W przypadku membran nieporowatych o przebie-
gu transportu masy decyduje mechanizm rozpuszczalnoSciowo—dyfuzyjny [19, 27]. Membrany
traktuje si¢ wigc jako porowate lub rozpuszczalnosciowo-dyfuzyjne (membrany lite). W prakty-
ce obydwa mechanizmy transportu moga przebiegac¢ réwnolegle. Dobér odpowiedniej membrany
dla danego procesu rozdzielania dokonywany jest na podstawie ogdlnej klasyfikacji membran,
w ktorej bierze si¢ pod uwage pochodzenie, strukturg, stopien homogenicznosci i wiele innych
cech. Prowadzone badania nad udoskonaleniem membran, maja na celu gtéwnie podwyzszenie
ich selektywnosci i1 przepuszczalno$ci migdzy innymi przez zastosowanie nowych materiatéw
oraz ulepszenie technik formowania membran. Wybdr polimeru do produkcji membran podyk-
towany jest wigc okreSlonymi wymaganiami dotyczacymi struktury zwiazku polimerowego [27].
Wiasciwosci strukturalne okreslaja odpornos¢ termiczna, chemiczng czy mechanicznag membrany,

Prace wykonano w ramach projektu Centrum Zastosowain Matematyki, wspéifinansowanego ze §rodkéw Unii
Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



2 M. KRASOWSKA, A. STRZELEWICZ I G. DUDEK

jak réwniez decyduja o przepuszczalnosci membrany wzgledem okreSlonego sktadnika. Pojecie
struktura w og6lnym rozumieniu to rozmieszczenie elementéw sktadowych oraz zespét relacji po-
migdzy tymi elementami charakterystyczny dla danego uktadu. Strukturg polimeréw mozna rozu-
mie¢ jako ich makrostrukture, strukture chemiczng, chemiczno-fizyczna, topologiczna, lub struk-
ture nadczasteczkowa. Materiaty polimerowe zlozone s z elementéw o ré6znych wtasciwosciach.
Termin morfologia uzywany jest najczgSciej w odniesieniu do stanu uporzadkowania struktur nad-
czasteczkowych. Morfologia polimeréw opisuje zatem rzeczywista budowe probki. Wydaje sig,
ze wigkszoS¢ uzytkowych wilasnosci polimeréw zalezy od ich morfologii. Blizsze rzeczywistosci
jest traktowanie materiatu polimerowego nie jako substancji homogenicznej, ale jako substancji
mikroheterogenicznej, sktadajacej si¢ z elementdw o réznych wilasciwosciach fizycznych. Pod po-
jeciem struktury kryje si¢ natomiast sposob, w jaki poszczegdlne elementy atomy, jony, taiicuchy
uktadaja si¢ w przestrzeni. Polimery sa substancjami zbudowanymi z wielokrotnie si¢ powtarzaja-
cych elementéw zwanych merami (czastek ztozonych z jednego lub wigcej rodzajow atoméw lub
grup atomow), ktére tworza losowo utozone taficuchy oraz kigbki przenikajacych si¢ nawzajem
tancuchéw [5, 6]. W zwiazku z tym materialy polimerowe mozna traktowac jako zbiory stocha-
styczne. Obserwacje strukturalno—morfologicze mozna przeprowadzi¢ przy uzyciu wielu technik
mikroskopowych i rentgenowskich, ale ciagle poszukuje si¢ metod iloSciowych za pomoca, kt6-
rych mozemy uchwyci¢ podobiefistwa i réznice migdzy badanymi materiatami. Do metod takich
mozemy zaliczy¢ geometri¢ fraktalna.

Opis transportu po strukturach membran polimerowych mozna prowadzi¢ w oparciu o teorig¢
proceséw stochastycznych. Proces stochastyczny to rodzina zmiennych losowych indeksowana
pewna zmienng t. Zmienng indeksujaca ¢ zwyczajowo nazywa si¢ ,,czasem”, cho¢ w niektérych
zastosowaniach moze ona oznaczaé jaka$ wspétrzedng przestrzenna. W praktyce dziedzing jest
najczgSciej przedzial czasowy, wowczas taki proces stochastyczny nazywany jest szeregiem cza-
sowym. Przykladem szeregu czasowego jest losowy ruch Browna. Opis procesow stochastycznych
uzywa takich poje¢ jak wartos$¢ Srednia, fluktuacje (czyli odchylenia od wartosci Sredniej), kore-
lacja w r6znych momentach czasu, charakterystyki spektralne wazne z eksperymentalnego punktu
widzenia. Ponadto opis proceséw stochastycznych bazuje na réwnaniach rézniczkowych w kt6-
rych pojawiaja si¢ wyrazenia mogace przyjmowacé w sposob losowy rézne wartosci [13].

2. ANALIZA FRAKTALNA

Membrany polimerowe sa obiektami, ktére trudno bytoby opisaé opierajac si¢ wylacznie o geo-
metri¢ Euklidesa. Zaréwno morfologia samej matrycy polimerowej, jak réwniez ta stworzona
przez czastki do niej dodane ma zlozong strukture. Mozna zastosowaé do jej opisu geometri¢
fraktalng [17, 20].

Interesujacy nas obiekt geometryczny (zbidr) zawiera si¢ w n wymiarowej przestrzeni eukli-
desowej. W celu wyznaczenia jego wymiaru pokrywamy go podzbiorami (pokryciami) o bokach
¢ (pokrycie dla n = 2 jest kwadratem lub figura réwnowazna topologicznie np. kotem, dla n = 3
sze$cianem, itd.). Minimalna liczba pokry¢ o bokach ¢ niezbgdna do pokrycia catego zbioru réwna
jest N(e) i skaluje si¢ potegowo

N(e) ~ g,
gdzie d; to wymiar fraktalny zdefiniowany nastepujaco [17, 20]:
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Punktem wyjsciowym analizy fraktalnej, zbioru punktéw, znanego lub otrzymanego do§wiad-
czalnie jest ustalenie wielkos$ci i rodzaju stosowanego pokrycia. Musimy bowiem zadbac o to, aby
definicja prawdopodobienistwa w sensie Laplace’a miala sens tj.

n
lim 71 =P,

N(g) =00 1) n;

gdzie: n; — jest liczba punktéw w pokryciu ¢, Z¢=1 n; — jest catkowita liczba punktéw zawarta
w N(g) pokry¢ o rozmiarach €? (d = 1,2, ...). Takie wzajemne relacje powoduja, ze N (g) jest
parametrem kontrolnym tej procedury.

Wymiar fraktalny opisuje obiekt za pomoca jednej wielkosci liczbowej. Mozemy znaleZ¢ rézne
obiekty posiadajace jednakowy wymiar fraktalny. Aby uprecyzyjnié iloSciowy opis wprowadzono
pojecie wymiaru uogodlnionego [1, 9, 8], opisanego za pomoca wzoru:

1 In >N pg

Dq:q—lll—{% Ine

gdzie:
D, - wymiar uogélniony,
q - liczba rzeczywista,
P; - prawdopodobienistwo znalezienia punktu w danym elemencie pokrycia,
€ - rozmiar elementu pokrycia,
N(e) - liczba elementéw pokrycia.

Przy uzyciu wymiaru uogélnionego mozemy scharakteryzowaé obiekt za pomoca nieskoiczo-
nej ilosci liczb. Liczby te tworza zbidr, ktéry nazywany jest widmem multifraktalnym. Zawiera
on wartoSci liczbowe opisujace elementy strukturalne obiektu, grupy takich elementéw oraz ich
wzajemne relacje. I tak dla q = 0 otrzymujemy wymiar fraktalny [y wczesSniej nazwany d¢ (od-
powiada on za skalowanie masy). Gdy q = 1 otrzymujemy wymiar informacyjny D);, okreslony
wzorem:

Dl—hmlnz PlnP

e—0 Ine
Natomiast dla q = 2 otrzymujemy wymiar korelacyjny, okreslony wzorem:

N(e) p2
Dy = lim lnzz;le
e—0 Ine
Szerokos¢ widma f(«) czyli wartos¢ D_., — D, mozna stosowaé jako miarg stopnia homoge-
nicznosci struktury.
Inng forma zapisania uogélnionego wymiaru fraktalnego jest uzycie wypuktej funkcji 7, zdefi-
niowanej nastgpujaco:
Iy Py
= (¢ = 1Dy = lim T e
W celu latwiejszego analizowania i porownywania widm funkcje 7, od q przeprowadza si¢ za
pomocy transformacji Legendre’a w postac funkcji f(a):

IHEN(E
fla) = aq —lim —=—

gdzie o to nowy indeks wymiaru (po wykonaniu transformaty Legendre’a dla 7).

9
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Jedna z charakterystycznych cech widma f(«) jest posiadanie, badZ brak miejsc zerowych, ktdre
odpowiadaja elementom pokrycia o maksymalnej i minimalnej wartosci ;.

Do wyznaczania wymiaru fraktalnego powierzchni lub przestrzeni mozna zastosowaé w przy-
padku analizy struktury membran polimerowych popularng metod¢ Box Counting Method (BCM),
polegajaca na pokryciu badanej membrany siatka (kwadratami w przypadku dwuwymiarowym
1 szeScianami w przypadku trojwymiarowym) o okreSlonym rozmiarze ¢ 1 zliczaniu iloSci niepu-
stych elementow pokrycia w zaleznosci od odwrotnosci wspofczynnika redukcji [3, 10]. W ba-
daniach linii profilowych wykorzystuje si¢ natomiast do wyznaczania wymiaru fraktalnego skalo-
wanie przy roznych krokach pomiarowych 7 [15]. Fraktalne profile wykazuja potegowa zalezno$¢
pomigdzy krokiem pomiarowym i dtugoscia linii profilu.

3. BADANIE STRUKTUR MEMBRAN

Zaréwno wymiar fraktalny jak i wymiar uogdélniony moga zosta¢ uzyte do opisu powierzchni
materiatu, powierzchni przetlomu, przekroju oraz linii przetomu. Powierzchnia materiatu to w tym
przypadku powierzchnia membrany przez ktora wnikaja czastki, a powierzchnia przetomu to po-
wierzchnia powstata podczas procesu pegkania czyli utraty spjnosci materiatu w wyniku dziatania
obciazen zewnetrznych. Pod pojeciem linii przetomu rozumiemy lini¢ profilu falistoSci wyzna-
czona w plaszczyznie prostopadiej do powierzchni przetomu. Przekrdj to powierzchnia membrany
wyznaczona prostopadle do powierzchni materiatu. Powierzchnie mozna analizowaé zaréwno ja-
ko obrazy dwu lub tr6jwymiarowe, a linie przetomu jako jedno lub dwuwymiarowe. Przyktadowy
obraz morfologii membrany z etylocelulozy z proszkiem magnetycznym przedstawia rysunek 1.
Pamigtaé nalezy o wyznaczeniu w pierwszym etapie analizy zakresu samopodobienstwa (rys. 2)
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RYSUNEK 1. Morfologia RYSUNEK 2. Zakres samo-
przyktadowe;] membrany podobienstwa dla struktury
z proszkiem magnetycznym membrany z rysunku 1

poniewaz materialty polimerowe sa zbiorami stochastycznymi, a w tym przypadku zakres skali
samopodobienstwa jest skonczony.

Widma multifraktalne przedstawiane sa najczesciej w postaci graficznej jako funkcja D, od q
(rys. 3), 7, od q (rys. 4) lub f(«) (rys. 5). Najbardziej charakterystyczne, dla danej struktury,
punkty widma D, (lub f(«)) odpowiadaja wymiarom: D_.,, Dy, Dy, D, oraz D,,. W pracy
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RYSUNEK 5. Przyktadowe widmo multifraktalne po transformacji Legendre’a
(funkcja f(«) od «)

[16] opisano struktury membran z etylocelulozy z dodatkiem proszku magnetycznego. Dla bada-
nych membran widmo multifraktalne charakteryzowato si¢ asymetria, a wartosci A D mieScity si¢
w waskim przedziale tj. 0.27 — 0.41 dla 2D. Fraktale o takich wtasciwosciach sg jednorodne i samo-
podobne. Ramiona wykresu f(«) byly niesymetryczne, prawa czg$é byta dtuzsza, co wskazywato
na dominacj¢ form o wigkszej powierzchni np. agregatéw. Ponadto wyniki przeprowadzonych,
w oparciu o zdjecia z réznego rodzaju technik mikroskopowych, analiz wykazaty, ze wtasnosci
separacyjne membran polimerowych zaleza zar6wno od rodzaju matrycy, rodzaju proszku magne-
tycznego, jak rowniez od struktury jaka tworzy proszek i jego agregaty oraz morfologii matrycy
polimerowej [16, 22, 23].

4. OPIS SUBDYFUZJI PO STRUKTURACH MEMBRAN

Miary fraktalne znajduja rowniez swoje miejsce w rownaniach opisujacych transportowe wia-
$ciwo$ci materialdw np. w réwnaniach dyfuzji. Procesy dyfuzji polegaja na samorzutnym rozprze-
strzenianiu si¢ substancji, prowadzacym do wyréwnywania si¢ stezenia. Modele mikroskopowe
opisuja dyfuzje jako wynik chaotycznych ruchéw czasteczek tak zwanych ruchéw Browna [2, 12].
Gdy czasteczki poruszaja si¢ niezaleznie od siebie, wowczas wigksze jest prawdopodobienstwo
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przemieszczenia si¢ jakiejkolwiek czasteczki z obszaru, gdzie ich stgzenie jest wigksze do ob-
szaru o mniejszym stezeniu, niz prawdopodobienistwo przemieszczenia w kierunku przeciwnym.
Rozktad prawdopodobienstwa dyfundujacej czastki spelnia rownanie:
OP(r,t)
ot
gdzie: D — staly wspétczynnik dyfuz;i.
Roéwnanie (4.1) opisuje proces dyfuzji, ktdry jest jednym z prostszych proceséw stochastycz-
nych wykorzystujacy bialy szum gaussowski jako proces losowy. Jesli czastka podlega jednowy-
miarowej dyfuzji dla czastki brownowskiej, czyli opisywanej procesem Wienera, zachodzi

(4.2) <7r?(t) >=2Dt,

gdzie po lewej stronie mamy Sredni kwadrat przesunigcia w czasie ¢, a zalezno$¢ ta nosi nazwe
relacji Einsteina. Mozna ja uogdlnié i rozwazaé procesy, dla ktérych

(4.3) <72 (t) >~ Y,

gdzie < r%(t) > jest §rednim kwadratem odchylenia dyfundujacej czasteczki od jej potozenia
poczatkowego po czasie t.

Procesy, w ktérych zaleznos¢ (4.3) nie jest spelniona (v#1) nazywamy procesami dyfuzji ano-
malnej [11], przy czym: dla 0 < v < 1 mamy do czynienia z subdyfuzja, za$ dla v > 1 z superdy-
fuzja [4]. Opis dyfuzji anomalnej, a doktadniej subdyfuzji moze by¢ stosowany do modelowania
ruchu czastek z przeszkodami, jak np. transport w uktadach porowatych i perkolujacych czy trans-
port w geometriach fraktalnych.

W uktadach takich czasteczki poruszaja si¢ w osrodku o ztozonej strukturze, w ktérej wystepuja
waskie kanaty, przeszkody,dziury 1 putapki. Ruch czasteczek zostaje na tyle utrudniony iz mamy
do czynienia z subdyfuzja, ktéra interpretowana jest jako proces, w ktérym Sredni czas oczekiwa-
nia czasteczki na przeskok jest nieskonczony przy skonczonej wariancji dtugosci przeskoku [14].
W osrodku o strukturze fraktalnej relacja (4.3) przyjmie postac:

(4.4) < r2(t) S 12/,

gdzie d,, jest zawsze wigksze od 2 i nazywane jest wymiarem fraktalnym trajektorii btadzenia
przypadkowego. Aby wyznaczy¢ warto$¢ d,, przeprowadza si¢ symulacj¢ bladzenia przypadko-
wego po strukturach fraktalnych i wyznacza wspétczynnik v zgodnie z relacja (4.3):

(4.5) In < 7%(t) >~ vint.

Zalezno$¢ (4.4) mozna rowniez zapisa¢ w postaci, ktora bedzie taczyta w sobie zar6wno wymiar
fraktalny d, jak 1 wymiar bladzenia przypadkowego d,, wyznaczone dla badanej struktury, wow-
czas:

(4.6) < r2(t) >~ /0

gdzie 0 = 2(dy — d)/ds, natomiast dy = 2dy/d,,.

Dla zilustrowania dyfuzji anomalnej, Havlin i Ben-Avraham opisali w swojej pracy [11] btadze-
nie przypadkowe po strukturze trojkata Sierpinskiego. Pokazali, ze Sredni kwadrat przemieszcze-
nia czastek spetnia zaleznos$¢ (4.4) dla wymiaru btadzenia przypadkowego d,, = 2.32. Natomiast
wymiar fraktalny dla tréjkata Sierpifiskiego wynosi dy = 1.585.

W literaturze mozna spotkac wiele modeli opisujacych dyfuzje anomalnag [14]. Dyfuzj¢ w oSrod-
ku o strukturze fraktalnej opisywal migdzy innymi O’Shaughnessy [24], West [26], Giona i Roman

4.1)

= V(DVP(rt)),
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[7]. Uogolnione rownanie transportu z pochodnymi utamkowymi, zgodne z relacja (4.6) proponuje
rowniez w swojej pracy Metzler [18]. Podaje on réwnanie:

@7 0% P(r,t) 1 a(Dd 61%%))’

Ot in rds—1 Or or

w ktérym wystepuje niecaltkowity wymiar dg oraz pochodna po czasie niecatkowitego rzgdu tj.
2/d,,. Réwnanie (4.7), przy doborze odpowiednich parametréw, moze byé sprowadzone do réw-
nania dyfuzji w d-wymiarowej przestrzeni Euklidesowej. W pracy [18] przedstawione zostato
rOwniez rozwiazanie analityczne réwnania (4.7) otrzymane z wykorzystaniem funkcji Foxa dla
warunkéw: gdy » — 0 to funkcja P(0,t) o t=% orazdlat — 0 funkcja r4 =1 P(r,t) — &(r).
Rozwiazanie ma postac:

d : , 2 (-3 4
2 s st —1— —1)7 duw dw( ap T
Pu(r1) = ditii [Z df(d 2 jf)lf ; ( ") <Tt>
w A=t =20 =-3+75) 7
dy , 2
iy FA-g,-J9) (=1 (wa) d”]}

]OP(l——f—%j) j' t

gdzie N - oznacza znormalizowang funkcj¢ rozktadu, natomiast stata A* jest wyrazona wzorem
2= w3,

(4.8) A* =

(3 +dy = 5d)T(3dp)

W pracy [25] przedstawiono badania dotyczace dyfuzji po strukturach membran magnetycz-
nych. Dla membran z dodatkiem proszku o najmniejszej granulacji wyznaczone parametry d; =
1.85 oraz d,, = 2.32 daly mozliwos$¢ obserwacji subdyfuzji. Natomiast ze wzrostem granulacji
warto$¢ parametru d,, maleje, a dy wzrasta. Wynika z tego, ze struktury badanych membran byty
jednorodne i samopodobne, a tym samym rozwigzanie rownania (4.7) jest bardziej zblizone do
rozwiazania réwnania dyfuzji normalnej tj. réwnania Ficka (4.1).

5. PODSUMOWANIE

Analiza fraktalna oparta na wyznaczaniu wymiaru fraktalnego i uogdlnionego wymiaru frak-
talnego moze stuzy¢ jako narzedzie do réznicowania i opisu morfologii zbioréw samopodobnych,
w tym roéwniez struktury membran polimerowych z dodatkiem proszkéw magnetycznych. Metoda
ta jest prosta i opiera si¢ na analizie obrazOw materiatu dostarczonych z ré6znych technik mikro-
skopowych. IloSciowy opis samopodobienstwa wykryty podczas analizy fraktalnej wskazuje na
istnienie relacji migdzy fraktalng morfologia, a wlasnoSciami badanego materialu. Wyznaczone
parametry wymiaru fraktalnego 1 wymiaru bladzenia przypadkowego stanowig ponadto podstawe
do opisu transportu czasteczek po tej strukturze w oparciu o réwnania z pochodnymi utamkowymi,
co w przysztoSci pozwoli by¢ moze nie tylko na poznanie mechanizmu transportu, ale rowniez na
kontrolowanie procesu separacji.
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