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ALGORYTMY SLEDZENIA KRZYWYCH
JACEK GULGOWSKI

STRESZCZENIE. W artykule przedstawione zostana podstawowe metody numerycznego Sledzenia
krzywych zadanych przy pomocy réwnania uwiktanego f(x) = 0, gdzie f: R¥*!1 — RF jest od-
wzorowaniem ciagtym (badz klasy C'!). Metody te znane sa w literaturze pod angielskimi nazwami
path following algorithms lub numerical continuation methods. Znajduja one liczne zastosowania —
0 czg$ci z nich réwniez wspomnimy w ponizszym tekscie.

1. WSTEP

Bedziemy rozwazaé réwnania f(z) = 0, gdzie f: R*! — R* jest odwzorowaniem ciagtym.
OczywisScie na zagadnienie to mozemy spojrze¢ jako na uktad réwnafi

fl(xl, ce ,karl) = 0,

fk(l'l, e ,{L‘k+1) =0.

Ponizej przedstawimy wybrane sytuacje, w ktérych takie zagadnienia wystgpuja, motywujace
potrzebg ich badania. Zanim jednak do takich praktycznych przyktadéw przejdziemy zastanéwmy
si¢ co o takim zagadnieniu mozemy powiedziec.

Oczywiscie w sytuacji, gdy f: R*"! — R jest odwzorowaniem ciagtym zbidr zer na pewno jest
zbiorem domknigtym — jednak niewiele wigcej mozemy o nim powiedzie¢. Natomiast gdy f jest
odwzorowaniem klasy C'! strukturg zbioru f~*(0) mozemy (przynajmniej w pewnych sytuacjach)
dosy¢ precyzyjnie opisaé. Zacznijmy od kilku definicji.

Przede wszystkim warto ustali¢ definicj¢ krzywej:

Definicja 1.1. Krzywa w przestrzeni R™ nazywamy odwzorowanie 7: [a,b] — R™, klasy C*,
spetniajace warunki:

i) v jest odwzorowaniem réznowartoSciowym,;
ii) v'(t) #0dlat € [a,b].
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Definicja 1.2. Punkt 2, € R**! nazywamy punktem regularnym odwzorowania f: Rt — R¥
(klasy C), gdy pochodna D f(xq) jest odwzorowaniem liniowym rzedu % (t.j. maksymalnego
rzgdu). Jezeli punkt nie jest regularny to nazywamy go punktem krytycznym.

Definicja 1.3. Punkt yo € R* nazywamy wartoscia regularna odwzorowania f: R*! — RF
(klasy C'1), gdy wszystkie punkty z € f~!(yo) sa punktami regularnymi. Jezeli warto$¢ y nie jest
regularna, to nazywamy ja wartosciq krytyczng.

Warto przypomnie¢ sobie w tym momencie twierdzenie o funkcji uwiktanej (formutowane na
przerdzne sposoby, tutaj wygodnie bedzie nam postugiwac si¢ wersja podana za ksiazka [9], za-
adaptowang do naszych potrzeb)

Twierdzenie 1.4. Niech f: R*' — R* bedzie odwzorowaniem klasy C*, zas p € R**! takim
zerem odwzorowania f (tzn. f(p) = 0), Ze pochodna D f (p) jest surjekcjq (czyli jest maksymalnego
rzedu). Wéwczas istnieje lokalny dyfeomorfizm o Vo — U, klasy C*, dla ktérego

i) 0 € Vy C R¥*Y jest zbiorem otwartym;

ii) p € U, C R¥*! jest zbiorem otwartym;

iii) (0) = p;

iv) flo(z,...,2501)) = (1, ..., Tp).

Powyzsze oznacza, ze
FH0)NU, = p(0,...,0,7441)

lub — innymi stowy — zbiér f~1(0) jest lokalnie krzywa klasy C'. Prowadzi to do nastgpujacego
wniosku (por. [11]):
Whiosek 1.5. Jezeli 0 jest wartoscia regularng odwzorowania f, to zbiér f~1(0) jest suma roz-
tacznych zbioréw, z ktérych kazdy jest homeomorficzny z prostg lub okregiem.

Innymi stowy: gdy 0O jest wartoScia regularna, to zbidr zer sktada si¢ z porzadnych krzywych.
W tej sytuacji zadanie numerycznego zlokalizowania tego zbioru wydaje si¢ sprowadzac¢ do poda-
zania taka krzywa — poczawszy od pewnego, znanego nam, punktu poczatkowego.

Jak inna moze by¢ sytuacja, gdy zero nie jest wartoScia regularna? Zbior zer nie musi by¢ wtedy
lokalnie krzywa — wystarczy pomysle¢ o odwzorowaniu stale réwnym 0. Zbiory zer moga by¢,
w tej sytuacji, nie tylko rozmaito$ciami wymiaru wyzszego niz 1 — moga w ogdle nie by¢ roz-
maito$ciami. Popatrzymy bowiem na bardzo prosty przyktad odwzorowania f: R x R¥ — R*
danego wzorem f(\, ) = Az — Az, gdzie A: R* — R jest odwzorowaniem liniowym, kt6-
rego wszystkie wartosci wilasne sa jednokrotne. Wowczas zbidr rozwiazan sktada si¢ co prawda
z krzywych (wlasciwie prostych) — jednak nie sa one roztaczne. W dowolnie matym otoczeniu
otwartym punktoéw krytycznych postaci (\;, 0) (gdzie \; jest wartoscia wlasna A) zbiér f~1(0) nie
jest homeomorficzny z przedziatem (a, b) C R.

Pojawiajacy si¢ tutaj punkt przecigcia dwoéch krzywych wystgpujacych w zbiorze rozwiazan
nazywany jest punktem bifurkacji. Nieco bardziej formalnie méwi o tym kolejna definicja.
Definicja 1.6. Dana jest krzywa v: (a,b) — R¥*! taka, ze f(v(t)) = 0. Punkt zyp = ~(to)
nazywany jest punktem bifurkacji rtéwnania f(x) = 0, gdy istnieje takie ¢ > 0, ze kazde otwarte
otoczenie punktu z, zawiera zera f nie nalezace do y(tg — &,tg + €).

Tego typu punkty okazuja si¢ by¢ pewna przeszkoda podczas Sledzenia zbioru zer. Rzeczywiscie
— nawet gdy spojrzymy na to czysto intuicyjnie — taki punkt bifurkacji moze by¢ dla algorytmu
podazajacego wzdtuz krzywej swoista przeszkoda, problemem decyzyjnym — ktéredy iS¢? Albo
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jeszcze inaczej: wyborem, ktéry fatwo przeoczy¢ — tym samym pomijajac spore fragmenty zbioru
rozwiazan.

Na zakonczenie warto wspomnie¢ o jeszcze jednym fundamentalnym wyniku, ktéry méwi nam
wiele o strukturze zbioru rozwiazan rozpatrywanych przez nas rownan. Otz mozemy zapytac si¢
naile "powszechne" sg sytuacje, w ktérych wystepuja wartosci krytyczne? Otéz okazuje sig, ze aby
trafi¢ na warto$¢ krytyczng trzeba mie¢ prawdziwego "pecha"... Méwi o tym podane nizej twier-
dzenie Sarda (podane tu w wersji pasujacej do kontekstu, w ktérym si¢ tu poruszamy, ogélniejsza
wersje znalez¢ mozna np. w ksiazce [9]).

Twierdzenie 1.7 (Sard). Zatézmy, ze f: R¥*1 — R* jest odwzorowaniem klasy C?. Wowczas
zbidr wartosci krytycznych odwzorowania f jest zbiorem miary Lebesgue’a 0 w R,

Twierdzenie to pokazuje, ze jesli dla funkcji f: R*' — R* klasy C? punkt 0 jest wartoscia
krytyczna, to dowolnie blisko 0 € RF istnieja wartosci regularne ¢ € R* odwzorowania f. To
oznacza, ze nawet jesli zbior f~1(0) zawiera krzywe przecinajace sig, to kazdy ze zbioréw f~!(c)
(oczywiscie dla odpowiednio dobranego ¢ € R¥) zawiera jedynie krzywe parami roztaczne.

2. PRZYKEADOWE ZASTOSOWANIA

Przyjrzyjmy si¢ si¢ kilku sytuacjom, w ktérych szukamy zbioru zer f~1'(0) odwzorowan
f: R 5 R
1. Zapewne pierwszym problemem, ktéry przychodzi w takiej sytuacji do glowy jest poszukiwa-
nie krzywych przestrzennych (tj. w R?®) powstatych z przecigcia dwoch powierzchni. Efekt takie-
go przecigcia nie zawsze jest tatwy do wyobrazenia. .. C6z moze powstaC np. z przecigcia sfery
i powierzchni bocznej walca? Ten przyktad jest dosyC prosty do wyobrazenia — i (w pewnej szcze-
g6lnej sytuacji) znany jako krzywa Vivianiego (por. rys. 1) — jednak mimo swojego elementarnego
pochodzenia jej ksztalt wcale nie jest taki prosty do przewidzenia.

22+t 422 =4,
(z—1)2+y*=1.

A co bedzie, gdy ten prosty wzor nieco skomplikujemy? Jaka krzywa powstanie np. gdy rozwa-
zymy uktad réwnan

(x —1)*+2y2 = 1.

Trudno tu o analityczne rozwiazanie. . . trudno znaleZ¢ parametryczna postac takiej krzywej — jak
wigc ja narysowac?

{x2+y2+22:4,

2. Poszukiwanie warto$ci wtasnych odwzorowania liniowego A: R¥ — R* jest kolejnym proble-
mem tego typu. Jesli rozwazymy odwzorowanie f: R x R¥ — R* dane wzorem

f(\ x) = \x — Az,

to zauwazymy, ze stajemy przed dokladnie takim problemem, ktéry badamy. Zauwazmy, ze zera
f postaci (\;, 0), dla rzeczywistych wartosci wtasnych );, nie sa regularne.

Oczywiscie rozwiazywanie tego zagadnienia metoda Sledzenia krzywych w zbiorze zer odwzo-
rowania f nie jest najlepszym pomystem (jest mnéstwo duzo bardziej efektywnych metod, ktére
mozemy w tym celu wykorzystac) — warto jednak zwrdci¢ uwage na to, ze ten bardzo podstawowy
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RYSUNEK 1. Krzywa Vivianiego

przyklad réwniez pasuje do naszego schematu. A jeSli zagadnienie liniowe zaburzymy nielinio-
wym skladnikiem, to stopieri komplikacji problemu moze gwattownie wzrosnag. . .

3. Pozostanmy przez chwilg w kregu zagadnien zwiazanych z badaniem macierzy kwadratowych.
Rozwazmy — rzeczywista — macierz kwadratowa wymiaru k£ zalezng od dwéch parametréw rze-
czywistych \ oraz «, czyli A(\, «). Zapytajmy si¢ dla jakich wartosci parametréw (), o) € R?
macierz ta staje si¢ osobliwa. Tym samym szukamy zbioru zer odwzorowania f: R? — R danego
wzorem f (A, o) = det A(\, ).

Sytuacja komplikuje si¢, gdy dopuscimy sytuacje, w ktorej macierz A jest macierza zespolong
zalezna od rzeczywistego parametru A — w tej sytuacji poszukujemy zbioru zer odwzorowania
f: R x C — C danego wzorem

fOa+if) =det A\, a+1if).

Oczywiscie mozemy to odwzorowanie traktowac jako odwzorowanie f: R x R? — R2. Tego typu
zagadnienia sa rozwiagzywane w sytuacjach praktycznych, np. zwiazanych z problemami techni-
ki mikrofalowej, a w szczegdlnosci z poszukiwaniem tzw. charakterystyki dyspersji w stratnym
falowodzie. Przyklad takiego zastosowania znalezé mozna w pracy [8].

4. Poszukiwanie warto$ci 1 wektorow wilasnych stanowi szczegdlny przyktad uktadu réwnan wie-
lomianowych. OczywiScie problem poszukiwania wartoSci wtasnych mozna uzupetnic¢ o dodatko-
we rownanie wymuszajace uzyskanie niezerowych wektoréw = — jak choc¢by

i+ . +ai—1=0
czy nawet

T1+...+x,—1=0.
Uzyskamy wowczas uktad & + 1 rownafi wielomianowych z £ + 1 niewiadomymi, co odpowia-
daé¢ bedzie poszukiwaniu zer odwzorowania f: R**1 — R**! Wielomianowe uklady réwnas,
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w ktérych wystepuje tyle samo réwnan co niewiadomych posiadaja — w pewnych sytuacjach —
skoniczenie wiele rozwiazan. Jedna z metod poszukiwania takich rozwiazan jest metoda homotopii
oméwiona szczegétowo w pracy [10]. Dotyczy ona zaréwno poszukiwania rozwiazan zespolonych
jak i rzeczywistych. Obie sytuacje sa kompletnie r6zne od strony teoretycznej, jednak metoda roz-
wiazaf oparta jest o ta samg ideg. Popatrzmy zatem na problem

fi(xy, ..., x,) =0,
0
2.1)

fk(xl, e ,l’k) = 0,

gdzie fi,..., fr: R¥ — R* s3 wielomianami stopni, odpowiednio, d1, . ..,d; € N.

Pomyst na znalezienie rozwigzan tego ukladu réwnan jest relatywnie prosty: zaczynamy od
pewnego réwnania wielomianowego, ktérego rozwiazania znamy. To powinno by¢ co§ w miarg
prostego, jak np.

x(fl —c1 =0,

d
xy® — g =0,

di; _
x —c, = 0.

W dalszej kolejnosci, dla danego odwzorowania wielomianowego f: R — RF, rozwazamy
zagadnienie wielomianowe z dodatkowa, sztucznie wprowadzona, niewiadoma ¢ € [0, 1].

thi(zy, ..., z) + (1 —t)(z —¢) =0,
(2.2) tho(wy, . ap) + (1= t)(25* — c2) =0,

tfi(r, ) + (1= )(@ — ) = 0.

Nastepnie staramy si¢ — poczawszy od znanych zer dla ¢ = 0 Sledzi¢ krzywe rozwigzan uktadu
uktadu (2.2), liczac na to, ze (przynajmniej dla niektorych z tych krzywych) dojdziemy do rozwia-
zan przy t = 1. OczywiScie jest tu mndstwo potencjalnych putapek. .. Zainteresowanych tematem
raz jeszcze odsytamy do pracy [10].

5. Metody oparte o konstruowanie homotopii moga mie¢ swoje naturalne zastosowanie w nume-
rycznym poszukiwaniu punktéw statych odwzorowania f: R* — R*. Wystarczy odpowiednio
zaadaptowac jeden z dowoddéw twierdzenia Brouwera o punkcie statym. Po szczeg6ty odesta¢ mo-
zemy np. do pozycji [6] — ponizej tylko kilka stéw na ten temat.

Twierdzenie 2.1 (Brouwer). Niech B(0,1) = {x € R*: |z| < 1} oznacza kulg (otwartq) w prze-
strzeni R¥. Wowczas kazde odwzorowanie ciggte f: B(0,1) — B(0, 1) posiada punkt staty.

Jak wspomnieliSmy wyzej, dowodu nie bedziemy tutaj przytacza¢ — opiszemy jednak jego
gtéwna ideg. Jezeli zatozymy, ze odwzorowanie f nie ma punktu stalego na brzegu kuli (czyli
na zbiorze S*! = {x € RF: |z| = 1}), to mozna to odwzorowanie w sposéb ciagly zdefor-
mowac do identycznosci przy pomocy homotopii h: [0,1] x B(0,1) — B(0,1), danej wzorem
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h(t,z) = x —tf(x). Co wazne deformacja ta w zadnej chwili ¢ € [0, 1] nie ma zera na brzegu kuli
B(0,1). W chwili ¢ = 1 to wtasnie zatozyliSmy, natomiast dla chwil ¢ € [0, 1) widzimy, ze

At o) = o = tf(2)] = |o| =t f () = 1 = > 0.

W tej sytuacji mozna pokazaé (i tu jest ten trudny kawatek dowodu), ze kazde z odwzorowan
h(t,-): B(0,1) — B(0, 1) musi mie¢ zero w kuli otwartej B(0, 1). W szczeg6lnosci istnieje xy €
B(0,1), dla ktérego h(1,x¢) = 0, co oznacza

zo — f(wo) =0,

czyli z( jest punktem stalym odwzorowania f.

No dobrze — ale jak ten punkt staty znalez¢? Czasami wygodniej jest spojrze¢ na problem po-
zornie trudniejszy — jakim jest poszukiwanie zer homotopii ~: [0,1] x B(0,1) — B(0,1). Jezeli
uda nam sig ten zbidr ustalié, to naleze¢ do niego bgda tez punkty (1, xg), dla ktérych h(1, zq) = 0,
a wigc punkty state naszego odwzorowania. Moze i tutaj mozna probowac zidentyfikowac w zbio-
rze h~1(0) krzywe, kt6re mozna §ledzi¢ — poczawszy od znanego zera 1(0, 0)?

Podane wyzej przyktady pokazuja liczne, potencjalne zastosowania algorytméw, ktére pomaga-
ja numerycznie wyznaczy¢ zbidr rozwiazan tego typu zagadniefi. Ponizej oméwimy dwie podsta-
wowe klasy takich algorytméw. Opis ten bedzie — z koniecznosci — jedynie szkicem, pokazujacym
Jjednak podstawowe idee. Po szczeg6ty oraz gleboka analize tematu pragniemy odesta¢ Czytelnika
do monografii [1] oraz do prac przegladowych [2] oraz [12].

3. METODA PL

W pierwszej kolejnoSci oméwimy metode zwana w angielskojezycznej literaturze jako Piecewise-
Linear continuation method — w dalszym ciagu bedziemy okreslac ja jako metode PL. Jej punktem
wyjScia jest odpowiedni podziat T dziedziny odwzorowania na sympleksy — a nastgpnie zdefinio-
wanie (w oparciu o ten podzial) pewnej aproksymacji fr: R¥+! — R* odwzorowania f, ktéra jest
kawatkami afiniczna. Nastepnie wystarczy znalezé zbiér fr*(0) — aproksymujacy zbiér f~1(0).
Tak to wyglada w kilku zdaniach — nieco porzadniejsze przedstawienie tej metody wymagac jed-
nak on nas bedzie wigcej dyscypliny. No to zaczynamy.

Definicja 3.1. Méwimy, ze punkty vg,vy,...,v; € R¥ sa afinicznie niezaleine, gdy wektory
V1 — Vg, Vg — Vg, . ..,V — Vg Sa liniowo niezalezne.

Fatwo zauwazy¢, ze definicja ta nie zalezy od tego, ktéry z wyjSciowych punktéw oznaczymy
jako vy. Widzimy tez, ze taki uktad punktéw afinicznie niezaleznych nie moze zawiera¢ wigcej niz
k + 2 elementow.

Definicja 3.2. Zbiér ¢ C R**! nazywamy [-wymiarowym sympleksem, gdy jest uwypukleniem
(zwanym réwniez powloka wypukta) zbioru [+1 punktéw afinicznie niezaleznych {vg, vy, ..., v} C
REHL czyli

o = conv{vg, v1,..., 0} ={tovo +tiv1 + ...+t t; eRE; >0t +t1 + ...+, =1}
Punkty v; (i = 0,...,1) nazywamy wéwczas wierzchotkami sympleksu o.

Warto zauwazy¢, ze kazdy z punktéw = € o mozemy — i to jednoznacznie! — zapisa¢ jako
kombinacj¢ wypukta wierzchotkéw sympleksu, t.j.

r = tovo—{—tlvl + ... —{—tﬂ)l,
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przy czymto+t;+...+t, = lorazt; > 0dlai = 0,1,...,1. Ciag liczb (o, t1,. .., t;) nazywamy
wspotrzednymi barycentrycznymi punktu x w sympleksie o.

Definicja 3.3. Niech 0 C R**! bedzie (k + 1)-wymiarowym sympleksem rozpigtym na wierz-
chotkach {wvg, vq,. .., vp11}. Wowcezas kazdy z symplekséw rozpigtych na (k + 1)-elementowym
podzbiorze zbioru {vg, vy, . . ., Vk41 } nazywamy k-wymiarowa Sciang sympleksu o.

Zauwazmy od razu, ze wszystkie punkty nalezace do k-wymiarowej Sciany V; sympleksu o,
rozpigtej przez wierzchotki {vg, .., v;_1, Vi1, . .. Vrs1} (czyli wszystkie wierzchotki sympleksu o
za wyjatkiem v;), maja wspolrzedne barycentryczne, dla ktorych ¢; = 0.

Jezeli przestrzefi R¥1 w odpowiedni sposéb podzielimy na sympleksy, to méwimy, ze zdefi-
niowaliSmy triangulacje¢ przestrzeni R¥+1. Troche $cislej przedstawi to nastepna definicja.

Definicja 3.4. Triangulacja T przestrzeni R**! nazywamy taki jej podzial na przeliczalnie wiele
(k 4+ 1)-wymiarowych sympleksow, ze
i) jezeli dla 01,00 € T, 01 # 09 mamy oy N oy # 0, to czg§é wspblna oy N oy jest k-
wymiarowg $ciang obu sympleksow;
ii) kazdy ograniczony zbiér A C R**! przecina si¢ ze skoficzenie wieloma sympleksami
oceT.

Triangulacje przestrzeni R¥! definiowaé mozna na wiele sposobéw, warto jednak robié to
w jaki$ uporzadkowany sposéb. Przyktadem takiej uporzadkowanej konstrukcji jest triangulacja
Coxetera-Freudenthala-Kuhna (opisana w [1]). Nie bgdzie nas jednak zajmowato to jak podzie-
li¢ przestrzen R**! na sympleksy — a raczej jak wykorzystaé ten podzial do Sledzenia zbioru zer
odwzorowania f. Potrzebny nam bedzie jeszcze pewien sposéb poruszania si¢ po zdefiniowane;]
triangulacji.

Definicja 3.5. Piwotem (ang. pivoting step) nazywamy nastgpujaca operacje:
1. dla ustalonego sympleksu o € T wybieramy jeden z wierzchotkéw v;, wyznacza on k-
wymiarowa $ciang V; C o, nie zawierajaca tego wierzchotka;
2. wybieramy doktadnie jeden wierzchotek v] taki, ze o’ = conv{v}, V;} € T.
Przyporzadkowanie v; — v} nazywamy piwotem.

Mozemy teraz przystapi¢ do zdefiniowania algorytmu PL. Oparty jest on na pewnej predefi-
niowanej triangulacji T przestrzeni R*!. Dla tej triangulacji definiujemy kawatkami afiniczne
odwzorowanie fr: Rt — R*, Zrealizowac to mozemy w naturalny i nieskomplikowany sposéb:
przede wszystkim ustalamy, ze dla wszystkich wierzchotkéw v nalezacych do triangulacji T

fr(v) = f(v).
Nastepnie odwzorowanie fr, na kazdym sympleksie o € T, przedtuzamy do odwzorowania afi-
nicznego, tj.

fr(tovo + tivr + ... + tip1Vk41) = tofr(vo) + tafr(vr) + .o+ tegr fr(ves)-

W ten sposéb odwzorowanie fr zdefiniowane jest na calej przestrzeni RF*! — pozostaje jednak
sprawdzié, czy definicja ta jest jednoznaczna, tzn. czy wartoSci uzyskane na czg$ciach wspdélnych
réznych sympleksow sg takie same. Nie ma z tym jednak zadnych probleméw poniewaz triangula-
cja zostata zadana w taki sposdb by czgsci wspdlne réznych symplekséw byly ich k-wymiarowymi
$cianami. A punkty lezace na takiej k-wymiarowej $cianie V; maja dokladnie te same wspétrzedne
barycentryczne — niezaleznie od tego, ktérego sympleksu Sciana V; jest czgscia .
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W ten sposéb uzyskujemy kawatkami afiniczne odwzorowanie fr, ktére uwazaé mozemy za
aproksymacj¢ odwzorowania f. I to aproksymacje, ktéra dos¢ tatwo poddaje si¢ przer6znym ob-
liczeniom. W szczegdlnosci mozemy przypuszczaé, ze zbiér fr'(0) bedzie aproksymowaé zbiér
f71(0). Kilka stéw na ten temat ponizej.

Okazuje sig, ze — podobnie jak w przypadku odwzorowan klasy C'! oméwionych powyzej — i tu-
taj mozemy zdefiniowaé wartosci regularne odwzorowania fr; co wigcej i tu mozna pokazaé, ze
mamy do czynienia z sytuacja analogiczng dla twierdzenia Sarda, tzn. nawet jesli 0 nie jest warto-
Scig regularng fr, to istnieja dowolnie male wartosci regularne tego odwzorowania (po szczegdty
odsytamy Czytelnika do ksiazki [1], ze szczegélnym naciskiem na poczatek rozdziatu 12.2). Aby
zobaczy¢, jakie wlasnosci ma warto$¢ regularna odwzorowania fr popatrzmy na nastgpujaca defi-
nicje
Definicja 3.6. M6éwimy, ze x € R¥*! jest wartoscia regularng odwzorowania fr gdy

1) x nie nalezy do zadnej ze Scian sympleksOw triangulacji T wymiaru mniejszego niz k
(w szczegdlnosci nie jest wierzchotkiem zadnego sympleksu);
ii) jesli x € o € T, to pochodna D fr|,(x) jest maksymalnego rzgdu.

Jezeli dla y € R¥ zbiér fr'(y) zawiera jedynie punkty regularne, to méwimy, Ze ¥ jest wartoscia
regularna.

Nie bedziemy przytaczaé tu pozostatych technicznych definicji i twierdzen zwiazanych z regu-
larnoscia — wydaja si¢ one nie by¢ potrzebne dla zrozumienia istoty algorytmu.
Przechodzimy wigc do rozwigzania rOwnania

Oczywiscie mozemy to réwnanie stosunkowo tatwo rozwiaza¢ w kazdym z symplekséw — popa-
trzmy bowiem:

tofi(vo) +t1fi(ve) + ...+ thg1 fi(vrsr) =0,
tofa(vo) + t1fo(vr) + ... + teg1 fo(vrgr) = 0,
reo tofk(vo) + tlfk(vl) + ...+ tk+1fk(vk+1) = 0,
to+t1+ ...+t = 1,

>0, i=01,. . k+1

G.1) {f“r("”") =0 4

Czyli wtasciwie wystarczy znaleZ¢ nieujemne rozwiazania pewnego liniowego uktadu & + 1 réw-
nan z k + 2 niewiadomymi ¢y, t1, . .., tx+1 — co wydaje si¢ niezbyt trudnym zadaniem — i rzeczy-
wiscie, generalnie wiadomo jak do tego podejs¢ (i analitycznie i numerycznie).

Oczywiscie jednak rozwiazywanie takiego uktadu réwnan dla kazdego sympleksu z osobna jest
powaznym marnotrawstwem — warto podej$¢ do tego inaczej. Jezeli popatrzymy na rozwiazanie
powyzszego problemu liniowego jako na pewna podprzestrzefi liniowa R**! przesunigta o pewien
wektor — a wlasciwie na czeS¢ wspdlng tej podprzestrzeni z sympleksem o widzimy, ze zbior
f71(0) jest tamana w RF*1. Aby ja przesledzié, wystarczy zidentyfikowaé sciany sympleksu, przez
ktéry tamana przechodzi — a nastgpnie wykona¢ odpowiedni piwot i przeniesC si¢ do sasiedniego
sympleksu, w ktérym poszukamy nastgpnego fragmentu tamane;.
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RYSUNEK 2. Sledzenie krzywej za pomoc algorytmu PL

W praktyce implementacja tej metody nie musi si¢ jednak opiera¢ na rozwiazywaniu uktadéw
roéwnan liniowych (i to przy dodatkowych ograniczeniach na znak rozwiazania) — lecz na nieco in-
nym podejsciu. Otéz kiedy patrzymy na (k4 1)-sympleks, to staramy si¢ zlokalizowaé dwie z jego
k-wymiarowych Scian, ktére zawieraja zera odwzorowania fr. W praktyce wygodnym pomysitem
okazuje si¢ tu by¢ wprowadzenie dla dowolnej k-wymiarowej Sciany V' = conv{vg, vy, ..., vx}
tzw macierzy znakujacej (ang. labelling matrix) danej jako:

L) = [f@) - f@)} |

gdzie wektory f(v;) zapisane sa jako kolumny.
Definicja 3.7. Méwimy, ze k-sympleks V' jest catkowicie oznakowany, jesli:

i) macierz L£(V) jest nicosobliwa,
ii) macierz £(V)~! jest leksykograficznie dodatnia, tzn. pierwsza niezerowa warto$¢ w kaz-
dym z wierszy jest dodatnia.

Pokaza¢ mozna ([1], def. 12.3.1 oraz wtasnos¢ 12.3.2), ze jesli V' jest k-wymiarowa Sciang sym-
plekséw nalezacych do triangulacji T, to jest ona catkowicie oznakowana wtedy i tylko wtedy gdy
istnieje pewne otoczenie 0 w R*, takie, ze dla kazdego c z tego otoczenia fr'(c) NV # (). Czyli
$ciany catkowicie oznakowane nie tylko zawieraja zera fr, ale zawieraja zera stabilne ze wzgledu
na drobne perturbacje. Czyli intuicyjnie: tamana f ' (0) przebija ciang V', a nie odbija si¢ od nie;j.
Widaé, ze zamiast rozwiazywac¢ w sympleksie o uktad liniowy (3.1) wystarczy zidentyfikowac te
jego k-wymiarowe Sciany, ktdre sa catkowicie oznakowane. Na pierwszy rzut oka moze si¢ to wy-
dawac nie specjalnie lepszym pomystem niz rozwigzywanie uktadu réwnan liniowych (w koncu
musimy odwracac¢ macierz) — w praktyce mozna jednak podac efektywne metody pozwalajace wy-
kry¢ Sciany catkowicie oznakowane bez odwracania macierzy, a jedynie przy pomocy stosunkowo
prostej algebry liniowej (szczegély [1] rozdziat 12.4).
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Ale wiemy tez duzo wigce;j:

Twierdzenie 3.8 ([1], 12.3.8, door-in-door-out principle). Jezeli sympleks o € T zawiera przynaj-
mniej jednq k-wymiarowq Sciang, ktora jest catkowicie oznakowana, to posiada doktadnie dwie
takie sciany.

Czyli jesli mamy jakikolwiek sympleks oq € T, do ktérego nalezy zero fr, to wystarczy zi-
dentyfikowaé dwie jego catkowicie oznakowane Sciany, wykonujac piwot wzgledem jednej z nich
wskoczy¢ do kolejnego sympleksu, znaleZ¢ w nim druga catkowicie oznakowang Sciang itd. .. To
juz zaczyna wygladaé na rozsadny algorytm!

W ten sposéb dziatanie algorytmu opisa¢ mozna w sposéb nastgpujacy:

(1) Zaczynamy od sympleksu oy € T zawierajacego k-wymiarowa Sciang V{, ktdra jest catko-
wicie oznakowana.

(2) Majac sympleks o,, € T oraz jego wyrdzniong Sciang V;, wykonujemy piwot wzgledem tej
wyréznionej Sciany uzyskujac sympleks 0,1 € T.

(3) Znajdujemy catkowicie oznakowana Sciang V,,.1 # V,, sympleksu o,,; i wracamy do
kroku 2.

Czy taka metoda dziata? Tzn. czy uzyskany przy jej pomocy zbiér rozwiazan aproksymuje zbidr
171(0)? Odpowiedzia niech bedzie kolejne twierdzenie

Twierdzenie 3.9 ([1], 15.5.2). Zatdimy, ze f: R — R* jest klasy C? oraz x — D f(x) spetnia
warunek Lipschitza ze statq L na pewnym wypuktym zbiorze U C R¥' Wowczas

£(2) = falo)| < S L8

dla x € U oraz 6 rownej najwigkszej Srednicy sympleksow triangulacji T.

Oczywiscie algorytm ten moze mie¢ problemy w sytuacji gdy O nie jest wartoScig regularng fr.
A nawet jesli probleméw nie bedzie miat, to na pewno w sytuacji gdy w zbiorze fr*(0) wystepu-
ja punkty bifurkacji, nie zidentyfikuje catego zbioru rozwiazan (ze wzglgdu na door-in-door-out
principle wybierze tylko jedna z przecinajacych si¢ krzywych). Oczywiscie i temu mozna jako$
zaradzi¢. Wsrdéd wielu réznych pomystéw wspomnie¢ warto algorytm FSC (,,Follow Sign Chan-
ges”) podany w pracy [8]. Algorytm ten nie tylko nie wymaga zadnych szczeg6lnych manipulacji
na macierzach ale réwniez nie pociaga za soba zadnej zasady w rodzaju door-in-door-out. Ponize]
podamy jego szkic — do wszelkich uzasadnien odsytamy do pracy [8].

(1) Zaczynamy od poczatkowego (k + 1)-wymiarowego sympleksu oy zawierajacego znane
nam zero odwzorowania f.

(2) Dla danego sympleksu o, sprawdzamy, ktéra sposrdéd k£ + 2 $cian wymiaru k£ powinna
zosta¢ odrzucona. k-wymiarowa $ciana V' C o, powinna zosta¢ odrzucona jesli na jej
k + 1 wierzchotkach przynajmniej jedna z funkcji wspétrzednych f; (i = 1,...,k) ma
staly znak.

(3) Dla kazdej Sciany, ktora nie zostata odrzucona wykonujemy wzgledem niej piwot i uzy-
skany (k + 1)-sympleks zapamigtujemy na stosie w celu dalszego przetwarzania (przed
zapamigtaniem sprawdzamy czy ten sympleks byl juz przetworzony — jesli tak, to nie ma
potrzeby zapamigtywania tego sympleksu). Kazdy zapamigtany na stosie sympleks jest
traktowany przez nas jako przyblizenie zera odwzorowania f.

(4) Pobieramy sympleks ze stosu i wracamy do punktu (2).
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4. METODA PC

Metoda predykcji-korekcji (ang. Prediction-Correction method) — zwana dalej metoda PC —
oparta jest na zupetnie innych przestankach. Tym razem musimy zalozy¢, ze odwzorowanie
f: RFFL 5 R¥ jest klasy O, za$ 0 jest jego wartoscia regularna. W tej sytuacji jesli znamy jedno
z zer odwzorowania f, tj. punkt 7y € R¥*! spelniajacy réwnos¢ f(z,) = 0, to na mocy rozwaza z
rozdziatu pierwszego niniejszego oméwienia, istnieje pewna krzywa 7: (a,b) — RF*L klasy C*,
0 € (a,b), dla ktorej

* 7(0) = o,

e [(v(1) =0,

e rzad macierzy D f(v(t)) wynosi k,

e (1) #0,

e V) =1,
dlat € (a,b). Ostatni warunek nosi nazwe¢ parametryzacji naturalnej krzywej i stuzy jedynie temu
w nastepujacych dalej rozumowaniach unikna¢ pewnych komplikacji natury techniczne;.

Zauwazmy, ze poniewaz f(y(t)) = 0, to rOwniez

Df((£)(v'(£)) =0,

czyliv/(t) € KerD f(v(t)), ato (ze wzgledu na to, Ze jadro odwzorowania D f (~y(¢)) jest jednowy-
miarowe) oznacza, ze wektor 7/(¢) rozpina jadro odwzorowania D f(~(¢)). Tym samym macierz
kwadratowa (wymiaru k£ + 1)

4]

jest zawsze nieosobliwa (powyzej v! oznacza wektor transponowany do v). W zwiazku z powyz-
szym wyznacznik
Df(y(t))
det
l y(®)"
jest zawsze stalego znaku. A zatem ma sens nastgpujaca definicja:

Definicja 4.1. M6éwimy, ze krzywa v spelniajaca powyzsze warunki jest dodatnio zorientowana
jesli
> 0,

DI((®)
o el

dlat € (a,b).

Za [1] (def. 2.1.7) mozemy powtérzyC nastgpujaca definicjg:

Definicja 4.2. Niech A bedzie macierza wymiaru k x (k + 1) rzgdu k. Wéwczas wyznaczony
jednoznacznie wektor 7 (A) € R¥+! spetniajacy warunki
i) A(T(A)) =0;
i) [T(A)| =1,
iii) det A > 0;
Ty "

nazywamy wektorem stycznym do macierzy A.
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Rozwazmy teraz nastgpujace zagadnienie poczatkowe

V() = T(DF ()
@ {7(0) —

Okazuje sig, ze zagadnienie to bardzo SciSle wiaze si¢ z poszukiwaniem krzywych, dla ktérych
f(y(8)) = 0.

Lemat 4.3 ([1], 2.1.12). JeZeli ~ jest rozwiqzaniem zagadnienia poczgtkowego (4.1),
0 f((t)) = 0.

Dowdd. Zauwazmy przede wszystkim, ze

(Zf(v(t)) =Df(v()(' (1))

Ale jesli y(t) spetnia réwnanie

V(1) = T(Df(v(1))),
to z definicji odwzorowania 7 musi by¢ D f(y(t))(7'(¢)) = 0, co oznacza, ze f(7y(t)) jest funkcja
stala — a ze wzglgdu na warunek poczatkowy v(0) = x jest stale réwna 0. U

Stad poszukiwanie krzywej v mozna zastapi¢ rozwigzaniem zagadnienia poczatkowego (4.1).
I tutaj mozna siggac¢ do catego arsenatu srodkéw oferowanych przez metody numeryczne dla za-
gadnien poczatkowych dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych (por. [5]). Jest wsréd nich réw-
niez (wcale nie najczesciej wykorzystywana) metoda predykcji-korekcji — okazuje si¢ jednak, ze
w naszym kontekscie sprawdza si¢ bardzo dobrze. Nie bgdziemy tu jednak bezposrednio stosowaé
zadnego z klasycznych rozwigzan tego typu (choéby tych opisanych w [5]) lecz nieco ja prze-
formutujemy. Mozemy sobie na to pozwoli¢ poniewaz szukamy rozwigzan bardzo szczeg6lnego
réwnania rézniczkowego — takiego, na ktérym f jest stata.

Nasz algorytm sklada¢ si¢ bedzie z powtarzanych po sobie krokéw predykcji i korekcji. Za-
t6zmy wigc, ze jesteSmy w n-tym kroku naszej procedury, tj. znaleZliSmy punkt z,,, n-ty kolejny
punkt znajdujacy si¢ (oczywiscie w przyblizeniu) na §ledzonej przez nas krzywej. Krok predyk-
cji zaklada, ze przesuwamy si¢ po krzywej catkowej — czyli rozwiazujemy w sposéb przyblizony
rOwnanie rézniczkowe. Zacza¢ mozna od najprostszej chyba metody — czyli metody Eulera. Dla
ustalonego kroku catkowania h > 0 mamy

“4.2) Ynt1 = Tn + AT (D f(20))

W ten sposéb otrzymujemy punkt, ktéry (jak si¢ spodziewamy) powinien lezeé na krzywej ~y(¢).
Moze si¢ jednak okazad, ze f(y, 1) rézni si¢ od zera, by¢ moze nawet znacznie. GdybySmy zaczy-
nali od tego punktu kolejny krok catkowania numerycznego moglibySmy btyskawicznie oddalic si¢
od zbioru f~1(0). A tego nie chcemy. Pora wigc na krok korekcji — polegajacy na znalezieniu ta-
kiego zera odwzorowania f, ktore lezy najblizej punktu ¥, danego wzorem (4.2). Szukamy wigc
Tpy1 € RFFL, dla ktérego
(4.3) Tt = Ynpa| = uin % — Yntal-

Aby tego typu problem rozwigza¢ warto zdac sobie sprawe, ze niekoniecznie musimy poszuki-
wac zera x,1 optymalnego w sensie wzoru (4.3). Wystarczy nam jakiekolwiek zero lezace blisko
Yn+1- Dlaczego wigc nie wykorzysta¢ chocby metody Newtona? Klasyczna metoda Newtona dzia-
ta (przy okre§lonych zatozeniach) dla odwzorowan f: R™ — R™ klasy C'. W naszej sytuacji
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wymiary dziedziny i przeciwdziedziny sa r6zne musimy wigc skorzysta¢ z pewnej modyfikacji
zaproponowanej w pracy [3]. Zaproponowane sg tam iteracje postaci:

(4.4) Wiy = wy — D f(w) T (f(w)),

gdzie A" oznacza uog6lniong macierz odwrotng (Moore’a-Penrose’a) macierzy A (por [4]).

W naszym przypadku algorytm korekcji polega na zastosowaniu wzoru (4.4) tak dtugo, az osia-
gniemy zaktadang doktadno$¢ — ostatnia z uzyskanych wartosci w;; bedzie kolejnym przyblize-
niem 1.

W ten sposéb algorytm daje nam ciag punktéw, ktére — potaczone odcinkami — daja nam tamana
przyblizajaca krzywa (t). Idea postgpowania pokazana jest na rysunku 3.

1
|
|
|
1
I
I
I
I
I
I

RYSUNEK 3. Sledzenie krzywej za pomoc algorytmu PC. Linia ciagta pokazuje
poszukiwang krzywa. Strzatka przerywana pokazuje krok predykcji przenoszacy

nas na inng krzywa catkowa (oznaczona linig przerywana). Strzatki ciagle pokazuja
trzy kroki korekcji.

Przedstawiony tu opis jest dalece nieckompletny — w szczegdlnosci nie wynika z niego jak efek-
tywnie wykonaé nastgpujace kroki:
e znalez¢ przyblizenie D f(z,),
e wybraé krok catkowania w metodzie Eulera,
e znalez¢ T (D f(x,)),
e znalezé D f(y,)™.

Wiele pomystow i szczegétowych rozwiagzan znaleZz¢ mozna w monografii [1]. Warto zakonczy¢
twierdzeniem pokazujacym, ze opisana metoda dziata.

Twierdzenie 4.4 ([2], tw. 3.2). Niech f: RFt! — R* bedzie odwzorowaniem klasy C*, dla ktérego
0 jest wartosciq regularnq. Niech ~y,(t) bedzie tamang generowanq przez algorytm PC dla kroku
Eulera réwnego h > 0. Niech ~(t) bedzie krzywq w zbiorze f~1(0) takq, ze v(0) = v,(0) = xg
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i obydwie te krzywe majq naturalng parametryzacje. Jezeli A(x) jest aproksymacjq pochodnej
Df(x), dla ktérej | A(x) — Df(z)|| = O(h) jednostajnie w zbiorze rozwiqzan, to

[f(m ()] < O(h?)
oraz

[y (t) = (t)] < O(h?).
5. PODSUMOWANIE

PrzedstawiliSmy tutaj przeglad kilku metod Sledzenia krzywych zadanych przy pomocy réwna-
nia uwiktanego f(x) = 0 gdzie f: R*! — R jest odwzorowaniem ciagtym lub odpowiednio
gtadkim. Materiat znajdujacy si¢ powyzej powinien by¢ traktowany jedynie jako prezentacja pod-
stawowych pomysiéw — z ktérych kazdy ma swoje wady i zalety. Warto jednak zdawac sobie
sprawe, ze taka klasa metod numerycznych istnieje i na jakich pomystach si¢ opiera. Tematyka
ta jest stosunkowo dobrze opisana od lat 90 XX wieku jednak ciagle pojawiaja si¢ tu nowe (choc
moze nie rewolucyjne) pomysty.

Opisane tu dwie kategorie metod maja swoje liczne rozszerzenia, usprawnienia czy szczegolne
wersje (np. wykrywajace na krzywych réznego rodzaju szczegélne punkty) — nie ma tu jednak
miejsca na omawianie potencjalnych modyfikacji czy rysujacych si¢ probleméw. Podsumujmy
jednak w kilku stowach obydwie pokazane metody:

e Metoda PL moze by¢ stosowana dla odwzorowan niekoniecznie gtadkich (co nie znaczy, ze
zawsze dla nich dziata) — charakteryzuje si¢ jednak stalym krokiem, z ktérym poruszamy
si¢ po krzywe;j.

e Metoda PC dziata jedynie dla odwzorowan gtadkich — daje jednak mozliwo$¢ wykonywa-
nia dosy¢ dlugich skokéw po krzywej v (oczywiscie przy modyfikacjach, ktére pozwalaja
dobiera¢ dlugos¢ kroku Eulera w zalezno$ci od sytuacji) — tym samym ma szansg¢ by¢ zna-
czaco szybsza od metody PL. Warto zauwazy¢, ze r6zniczkowalnos$¢ f nie jest niezbgdna
do kroku korekcji — zamiast metody Newtona wykorzysta¢ mozna inne metody (jak choéby
zmodyfikowana metod¢ Newtona zaproponowana w pracy [7]).
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