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ZASTOSOWANIE MODELU BLADZENIA LOSOWEGO CZASTECZKI DO OPISU
PROCESOW SUBDYFUZJI-REAKCJI

TADEUSZ KOSZTOLOWICZ

STRESZCZENIE. W niniejszej pracy zostanie zaprezentowany nowy model procesu subdyfuzji, kt6-
ry zachodzi w jednowymiarowym uktadzie zawierajacym przeszkody w postaci czesciowo prze-
puszczalnych membran, w ukladzie tym moga wystgpowac reakcje powodujace zanikanie dyfundu-
jacych czasteczek. Reakcje moga by¢ tutaj typowymi reakcjami chemicznymi, moga takze oznaczad
procesy biologiczne polegajace na $Smierci poruszajacych si¢ losowo osobnikéw w wyniku kontak-
tu z toksycznym otoczeniem. Model ten oparty jest na rownaniach r6znicowych opisujacych ruch
czasteczki w ukladzie membranowym, w ktérym potozenia i czas sa zmiennymi dyskretnymi. Po
wyznaczeniu funkcji generujacej dla tych réwnan przechodzimy do zmiennych ciagtych przy po-
mocy procedury opisanej w niniejszej pracy. Mozliwos$¢ zaniku czasteczki w wyniku reakcji jest
uwzgledniona w gestosci prawdopodobienistwa czasu oczekiwania czasteczki na kolejny przeskok.

1. WSTEP

Rozpatrzymy procesy bladzenia losowego obiektow (czasteczek) w jednowymiarowym ukta-
dzie subdyfuzyjnym, w ktérym moze nastapi¢ zanikanie dyfundujacych obiektéw (zanikanie to
bedzie dalej nazywane reakcja) zgodnie z reguta A + B — B, gdzie A jest dyfundujaca cza-
steczka, B jest statycznym punktem (lub inna czasteczka) powodujacym absorpcj¢ czasteczki A.
Po spotkaniu czasteczki A z B czasteczka A moze z pewnym prawdopodobienistwem ,,zniknac”
z uktadu. Zgodnie z przyjetym schematem reakcji prawdopodobienistwo reakcji dla wielu czaste-
czek A poruszajacych si¢ niezaleznie od siebie nie zmienia si¢ w czasie. Zaprezentowany model
moze znaleZ¢ swe zastosowanie w opisie niektérych proceséw spowalniajacych rozprzestrzenia-
nie si¢ epidemii, np. gdy chore dzikie zwierzgta, poruszajac si¢ losowo, moga z pewnym prawdo-
podobienstwem napotkac substancje¢ bedaca dla nich trucizna, po spozyciu ktérej moze nastapié
Smier¢ zwierzecia. Sytuacja jest jeszcze bardziej skomplikowana do opisu matematycznego gdy
w uktadzie pojawiaja si¢ réznego rodzaju przeszkody naturalne lub sztuczne, ktére moga by¢ przez
zwierzeta pokonane z pewnym prawdopodobiefistwem. Innym przyktadem subdyfuzji z reakcjami
chemicznymi w uktadzie, w ktérym moga wystgpowac bariery dla dyfundujacych czasteczek, jest
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rozw0j prochnicy w szkliwie zgba. Czasteczki kwaséw organicznych moga przeniknac do szkli-
wa i w nim reagowac z hydroksyapatytem powodujac ubytek mineratu. Wiele innych proceséw
subdyfuzji-reakcji jest zaprezentowanych w spisie literatury umieszczonym w pracach [1, 2].

Subdyfuzja jest procesem przypadkowego rozprzestrzeniania si¢ czasteczek, ktory zachodzi
w osrodku o zlozonej strukturze, takim jak zel lub oSrodek porowaty. Ruch czasteczki w takim
osrodku jest na tyle utrudniony, ze przeskoki losowe czasteczki wystepuja bardzo rzadko. Sred-
ni czas oczekiwania na kolejny przeskok czasteczki jest nieskoniczony, podczas gdy dla dyfuzji
normalnej czas ten przyjmuje skoniczona wartosc.

Celem niniejszej pracy jest zaprezentowanie modelu subdyfuzji-reakcji zachodzacej w uktadzie
zawierajacym cienka membrang. Metoda ta pozwoli na wyznaczenie gestosci rozktadu prawdopo-
dobienistwa P(x,t;xy) (funkcji Greena) znalezienia czasteczki w punkcie = po czasie ¢, xg jest
polozeniem czasteczki w chwili poczatkowej ¢t = 0. Model ten oparty jest na réwnaniach réz-
nicowych opisujacych bladzenie losowe czasteczki w uktadzie, w ktérym zmienna przestrzenna
m 1 czas n sa dyskretne. Po wyznaczeniu funkcji generujacej dla tego uktadu réwnani nastapi
przejscie od dyskretnego do ciagtego czasu przy uzyciu gestosci prawdopodobienstwa w)y; czasu
oczekiwania na przeskok. W tej funkcji uwzglednione zostanie prawdopodobienstwo zajScia reak-
cji w czasie gdy czasteczka oczekuje na przeskok, co odroznia powszechnie stosowang dotychczas
metod¢ przejscia do czasu ciaglego, w ktérej uzywana byla gesto§¢ prawdopodobiefistwa czasu
oczekiwania na przeskok w bez uwzglednienia mozliwosci zajScia reakcji [3].

2. MODEL SUBDYFUZJI-REAKCIJI

Zatézmy, ze czasteczka wykonuje kolejne przeskoki w réwnych odstgpach czasu. Proces ten
moze by¢ opisany rownaniem réznicowym

(21) PnJrl (ma mO) = me,m’Pn(m/; mO) )

gdzie p,, .,/ jest prawdopodobieristwem przeskoku z potozenia m’ bezposrednio do potozenia m,
P,(m;mg) jest prawdopodobieistwem znalezienia czasteczki w potozeniu m po wykonaniu n
przeskokow, my jest potozeniem poczatkowym czasteczki. W dalszych rozwazaniach rozpatruje-
my procesu subdyfuzji, mozemy zatem zatozy¢, ze dlugie przeskoki moga zdarzyc¢ si¢ z pomijalnie
matym prawdopodobienstwem [3]. Zalézmy zatem, ze przeskoki moga by¢ wykonywane jedynie
do sasiednich potozen, przy czym czasteczka nie moze zosta¢ w aktualnie zajmowanym potozeniu
w momencie, gdy nadejdzie chwila przeskoku o ile w uktadzie nie wystepuja przeszkody w postaci
odbijajacych lub czgsciowo przepuszczalnych cienkich membran; w takim przypadku czasteczka
moze by¢ zatrzymana z pewnym prawdopodobiefistwem przez membrang, czasteczka nie zmie-
ni wtedy polozenia po ,,probie przeskoku”. Zaktadajac na wstepie, ze uktad jest wolny od takich
przeszkdd, proces dyfuzji moze wowczas by¢ opisany przez nastgpujace rownanie roznicowe

1 1
(22) Pn—‘rl(m; mO) = ipn(m + 1; mO) + §Pn(m - 1; mO) :

Zalézmy, ze czasteczka w chwili poczatkowej n = 0 znajduje si¢ w potozeniu mg, warunek po-
czatkowy ma zatem postac

(23) Po(m, mg) = 5m,mo .
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Réwnanie réznicowe moze by¢ rozwiazane z pomoca funkcji generujacej S, definiowanej naste-
pujaco [4]

(2.4) S(m, z;mg) = i 2" P, (m;my) ,

n=0

0 < z < 1. Zréwnan (2.2)—(2.4) otrzymamy

1 1 1

(2.5) —[S(m, z;mg) — Po(m;mg)] = §S(m —1,z;mp) + §S(m +1,2;mp) .
z

Réwnanie (2.5) mozna rozwiazac przy pomocy funkcji generujacej G

(2.6) G(u,z;mp) = > u™S(m,z;mp) .

Funkcja S moze by¢ otrzymana z pomoca nastgpujacego wzoru [4]

1 G(u, z;mo)
2.7 S(m, z; = — ]{ —————du,
@7) (m, z51m0) 2w Jro,1)  umtt “
gdzie catkowanie odbywa si¢ po ,,dodatnim obiegu” (tj. ze wzrastajacym argumentem liczby ze-
spolonej) okregu K(0, 1) o Srodku w punkcie 0 = (0, 0) i promieniu 1. Z réwnan (2.5) i (2.6), po
prostych obliczeniach, otrzymamy

(2.8) G(u, z;mp) —u™ = % uG(u, z;mgp) + iG(u,z;mo)] ,

co daje
P Mo+l
(2.9) Glu,z;mp) = —c7—— .
( 0) 2 (u2 _ %u + 1)
Latwo zauwazy¢, ze u> — 2u+1 = (u—uy)(u —u_), gdzie ux = (141 — 22)/z. Korzystajac
z metody residuéw przy obliczaniu catki (2.7), otrzymamy

BN U1C) s
(2.10) S(m,z;mg) = i
gdzie
(2.11) n(z) = 1=vi=2%

z

Interesuje nas przejscie od dyskretnego do ciagltego czasu. W tym celu nalezy rozpatrze¢ gestos¢
prawdopodobienistwa czasu oczekiwania na przeskok. Gdy nie ma reakcji wowczas rozktad ten
oznaczymy symbolem w, spetnia on warunek unormowania

(2.12) / W(t)dt =1
0
W dalszej czgSci wykorzystana bedzie transformata Laplace’a
(2.13) Llw(t)] = &(s) = / e~ (t)dt .
0

Warunek unormowania oznacza, ze zachodzi
(2.14) w0)=1.
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Zatézmy, ze procesowi dyfuzji moze towarzyszy¢ zanikanie czasteczek, spowodowane np. zaj-
Sciem reakcji chemicznej. W tym przypadku czasteczka moze ,,nie dotrwac” do nastgpnego prze-
skoku, poniewaz wczesniej ulegnie reakcji. W tym przypadku gestosé prawdopodobienstwa czasu
oczekiwania na przeskok, oznaczona symbolem w);, nie spetnia juz warunku umormowania

2.15) / T on () = G (0) < 1,
0

co oznacza, iz prawdopodobienstwo tego, ze czasteczka nie ulegnie reakcji do momentu przeskoku,
wynosi @y (0).
PrzejScie od dyskretnego do ciaglego czasu opiera si¢ na nastgpujacej relacji [4]

(2.16) P(m,t;mg) = Z P, (m;mo)®Parn(t),

n=0
gdzie @, () jest prawdopodobieristwem zdarzenia, ze czasteczka wykona n krokéw w przedziale
czasowym (0,t) i nie ulegnie w tym czasie reakcji. Funkcja @, (f) zalezy od funkcji wyy(t)
w nastgpujacy sposob

t
2.17) ®prnt) = /0 Uni(t — ) Qurn(t)dt,

gdzie Uy, (t — t') jest prawdopodobieristwem tego, ze czasteczka nie wykona przeskoku i nie ule-
gnie reakcji w przedziale czasowym (0,t—1'), Qar,(t') jest prawdopodobienstwem, ze czasteczka
wykona n przeskokéw w czasie ¢ € (0,t’) (i nie ulegnie reakcji w tym czasie), przy czym ostatni
skok wykonany zostanie doktadnie w chwili ¢’. Prawdopodobieristwo to spetnia zwiazek rekuren-
Cyjny

/

(2.18) Qua(t) = / wy (t" = ") Qa1 (t")dt"
0
gdzien > 11 Q1 () = wa(t'). Korzystajac z nastepujacej wlasnosci transformaty Laplace’a
t A~
2.19) L\ [ se= 9] = F)s) .
0
z réwnan (2.17) 1 (2.18) otrzymamy
(2.20) Drrn(s) = Ung () (s) .
za$ z réwnan (2.4), (2.16) 1 (2.20) dostaniemy
(2.21) P(m, s;mg) = Un(s)S(m, &nr(s);mo) -
Z réwnan (2.10) 1 (2.21) otrzymamy
D U S ~ m—m
e2) B(m. sim) = <22 (g (s))) "

1—&3%(s)

Zalézmy, ze czasteczki A i B moga spotkac si¢ z prawdopodobienstwem p po wykonaniu prze-
skoku przez czasteczke A. Prawdopodobiernistwo p zalezy od stezenia czasteczek B (jego postac
jest przedstawiona w pracy [1]). ,,Spotkanie” czasteczek oznacza, ze znalazly si¢ one w obsza-
rze wzajemnego ich oddziatywania. W uproszczeniu mozemy wyobrazi¢ sobie sferyczny obszar
wokot czasteczki B, w ktérej moze znaleZ¢ sig¢ czasteczka A. Dopdki czasteczka A nie wykona
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nastgpnego skoku, po ktérym moze opusci¢ obszar oddzialywania czasteczek, reakcja (czyli za-
nik czasteczki A) moze wystapi¢ w kazdej chwili. Zat6zmy, ze prawdopodobieristwo reakcji jest
opisane rozktadem 1) postaci

(2.23) Y(t) =ye ",

gdzie v oznacza stalg reakcji. Rozktad (2.23) jest najczesciej uzywanym rozktadem przy mode-
lowaniu reakcji chemicznych. Reakcja moze zajSc w przedziale (0,¢) z prawdopodobiefistwem
pJo- (t)dt' = (1 —e")p. Wynika stad, ze reakcja nie zajdzie w tym przedziale czasu z prawdo-
podobieristwem 1 — (1 —e~7")p. Gestos¢ prawdopodobieristwa zdarzenia, ze czasteczka A wykona
przeskok w chwili ¢ jest iloczynem tego, ze reakcja do tej chwili nie nastapi i ggstosci prawdopo-
dobieristwa w(t), co prowadzi do wzoru

(2.24) wir(t) = (1 — pw(t) +pe "w(t) .
Transformata Laplace’a funkcji (2.24) wyraza si¢ wzorem
(2.25) @u(s) = (1 —p)o(s) +po(s +7) .

Prawdopodobienistwo Uy, () zdarzenia, ze czasteczka nie wykona przeskoku i nie zajdzie reakcja
w przedziale (0, 1), jest réwne

t
(2.26) Un(t) = [1—(1—e")p) [1 - / w(t’)dt’} ,
0
transformata Laplace’a tego prawdopodobienistwa wyraza si¢ wzorem
1—a(s) 1—&(s+7)

(2.27) Un(s) = (1—p) s TP

Dotychczas nie dokonaliSmy wyboru funkcji w(t). Jak wida¢, zasadnicze znaczenie w dalszych
rozwazaniach ma jej transformata Laplace’a. Rozwazania sa zazwyczaj przeprowadzane przy za-
tozeniu matej wartosci parametru s [3], co, zgodnie z twierdzeniami tauberowskimi, odpowiada
duzej wartosci zmiennej czasowej. W przeciwiefistwie do dyfuzji normalnej subdyfuzja jest pro-
cesem bez zadanej skali czasowej, w zwiazku z tym pojecie ,,dlugiego czasu” moze tutaj nie wyda-
wac sig dobrze okreslone. Jednakze zatozenie, ze transformata &(s) moze by¢ rozwinigta w szereg
potegowy wzgledem parametru s, przy czym dwa pierwsze wyrazy szeregu sa wystarczajacym
przyblizeniem tej transformaty, prowadzi do réwnan i funkcji, ktére znajduja potwierdzenie eks-
perymentalne, przyblizenie takie wydaje si¢ wigc przyblizeniem wystarczajacym [3, 5]. Uwzgled-
niajac warunek (2.14), wspomniane powyzej przyblizenie zaktadane jest w nastgpujacej postaci

(2.28) O(s) =1 — 148,

gdzie 7, jest parametrem majacym wymiar fizyczny sekunda®. Poniewaz wartos¢ Srednig rozktadu
w mozna wyrazi¢ wzorem

d
2.29 ) = — —&
(229) (0= 556
dla subdyfuzji mamy 0 < a < 1 (gdyz $redni czas oczekiwania na przeskok jest wowczas nieskoni-
czony), podczas gdy dla dyfuzji normalnej o = 1. Zaktadajac 7,7* < 1 mozemy takze przyjaé,
ze

(2.30) O(s+7)=1—T1a(s+7)*.
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Ze wzoréw (2.11), (2.25), (2.27), (2.28) 1 (2.30) otrzymamy

(2.31) 1 (@um(s) =1 —/2ra[s2 + (s + )] ,
oraz
(2.32) Ori(s) = 7 [s°7 + (s +9)°7!]

Dokonajmy teraz przej$cia od dyskretnej do ciaglej zmiennej przestrzennej. Niech € oznacza
odlegto$¢ pomigdzy dyskretnymi potozeniami
(2.33) T=€m, Tog=€mg .
Przechodzac od dyskretnych do ciaglych polozen zaktadamy, ze ¢ jest wielkoScia bardzo mata

(formalnie ¢ — 0), ponadto wykorzystujemy nastgpujaca relacje (wymagana przy przejsciu od
prawdopodobiefistwa do przestrzennej gestosci prawdopodobieristwa)

P(m7 ta mO)
€

(2.34) ~ P(x,t;x9) .

Przyjmujemy takze nastgpujaca definicj¢ wspolczynnika subdyfuzji D,
(2.35) D,=—

Parametry « i D, catkowicie charakteryzuja proces subdyfuzji, reakcja jest scharakteryzowana
parametrem . Ze wzoréw (2.22), (2.28) oraz (2.30)—(2.35) otrzymamy

~ 1 1— a—1 a—1 —Mm
(2.36) P(x,s;z9) = (1—p)s™ +p(s+7) o~ vDe V (1=p)sep(s )
2V Da \/(1—p)8a+p(s+7)a

W dalszej czgsci rozwazan zaktadamy, ze p < 1. Wyznaczenie odwrotnej transformaty Laplace’a
dla funkcji (2.36) wydaje si¢ trudne o ile nie uczynimy dodatkowych zatozen upraszczajacych
obliczenia. Takim zatoZeniem jest s < 7, co odpowiada nieréwnosci ¢t > 1/+. Po uwzglednieniu
tego warunku, ze wzoréw (2.28),(2.30)—(2.32) i (2.35) otrzymamy wykorzystane takze w dalszych
rozwazaniach wzory

(2.37) nlom(s)) =1—¢€ l Ig: + f/%sa] ,

UM(S) _ e(1—p) g1
1—[@(s)2  2vVDapy™

zas$ funkcja (2.36) — po dokonaniu odpowiednich przyblizen — przyjmie postaé

(2.38)

A ]. 1 _lz—zqlp _|m_m0‘<17p)5a
(2.39) P(z,s;x0) = L et e
2\/D>a,u
gdzie
~ D, o
(2.40) D, — = Y
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Funkcje (2.39) mozna takze bezposrednio otrzymacé ze wzoréw (2.22), (2.34), (2.37), (2.38) 1 (2.40).
Korzystajac z nastgpujacego wzoru [6]

_ v, _—as — 1 S 1 ? '
(2.41) L£! [s e B} = fus(tia) = o kZ_% KT (—kB — ) (_tﬁ> ’

gdzie a, 3 > 0 (funkcja f, g jest szczegélnym przypadkiem funkcji Fox’a), transformata odwrotna
Laplace’a funkcji (2.39) wyraza si¢ wzorem

1 _|zfz0\,u J—
(2.42) P(I,t;xo) = ——F=¢ VDo fa—l,a t; |x :fO| :
20/ Dy, 2”\/D>a

3. ROWNANIE SUBDYFUZJI-REAKCIJI

Przedstawiony powyzej formalizm moze by¢ wykorzystany nie tylko do otrzymania gestosci
prawdopodobienistwa P, ale réwniez do bezposredniego wyprowadzenia réwnania subdyfuzji—
reakcji. Z rownan (2.5) i (2.21) otrzymamy
(3.1) [1 — @u()]P(m, s:me) — Upi(s)P(m, 0;mg) =

@ (s)
2
Dokonujac nastgpujacego przyblizenia
flo 9+ flo =0 ~2f(x) _ flx)
€2 dz?

wykorzystujac rownania (2. , (2. 1(3.1) otrzymamy po prostych przeksztaiceniac
ykorzystujac r6 ia (2.33), (2.34) i (3.1) otrzymamy po prostych przeksztatceniach

[p(m +1,s,mg) + ﬁ(m —1,8mg) — 2?(m> s; mo)} }

_ R ~ 2 92 P .
(3.2) Mp(x,s;xo) — P(2,0:2) = (JfM(S) &0 P(x,;f,xo) |
Un(s) Uw(s)2 O

Réwnanie (3.2) jest podstawowym réwnaniem, z ktérego mozemy wyprowadzi¢ réwnania subdy-
fuzji-reakc;ji (a takze dyfuzji normalnej—reakcji) zaktadajac rézne (w zaleznosci od rozpatrywane-
go procesu) funkcje wy; oraz Uy,. Biorac pod uwage wzory (2.31), (2.32) 1 (2.35) otrzymamy
(3.3) (1—-p) {sap(x, s;m0) — s P(x,0; xo)}
0*P(x, s; )
Ox? '
Przy wyznaczaniu odwrotnej transformaty Laplace’a rownania (3.3) wykorzystamy wzory [7]
agp(x7 ta xﬂ)
ote

+p[(s + ’y)alf’(:c, s;70) — (s +7)* 1 P(x,0; azo)} =D,

(3.4) L l 1 = so‘ﬁ’(x, s;19) — 821 P(x,0;20) ,

gdzie 0 < o < 1, oraz

(3.5) zkﬁg%wwwﬂ:@+w“@@—@+w*@mm,
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gdzie wystgpujaca w powyzszych wzorach pochodna Caputo utamkowego rz¢du definiowana jest
jako operator catkowy (dla o > 0)
de f(t 1 tf@#dt
a6 B [ A
dt> I(n—a)Jo (t—t)ati-r
n jest liczba naturalng spetniajaca warunek n — 1 < o < n. Ze wzoréw (3.3)—(3.5) otrzymamy
rOwnanie

08P (z,t; o) 08 . OPP(xt )
(37) (1 p)T +pe %e P(I’,t, xo) = DQT .

Réwnanie (3.7) wydaje si¢ by¢ zbyt skomplikowanym do stosowania go w opisie rzeczywistych
proceséw subdyfuzji-reakcji. Jednakze zaktadajac s < «, réwnanie (3.3) przyjmie postac

. _ O2P(z, s;x .
(1= p)[sP(r. 520) — P, O] = 1 {D(a) P, sixo)

Przy wyznaczaniu odwrotnej transformaty Laplace’a rownania (3.8) pojawi si¢ pochodna Riemanna-
Liouville’a utamkowego rzgdu. Pochodna ta dla § > 0 jest nastgpujacym operatorem catkowym

[7]
d? 1 ar ot
3.8 — f(t :7—/ t—t " PLE(EdE
gdzie n jest liczba naturalna, 5 < n < S+ 1.Dla0 < 8 < 1, gdy funkcja f jest ograniczona dla
t > 0, transformata Laplace’a pochodnej Riemanna—Liouville’a wyraza si¢ wzorem

(3.9) c [fﬁf@] =5"f(s) .

Réwnania (3.8) oraz (3.9) prowadza do nastgpujacego réwnania subdyfuzji-reakcji (dla ¢ > 1/7)

P . l1-o ~ 2P .
(3.10) OP(z,t;x0) _ 0 a@ (x,t;20)
0x?

2 .
at 8751*0‘ - P(l‘vtl‘ﬂ)

4. PROCES SUBDYFUZJI-REAKCJI W UKEADZIE MEMBRANOWYM

Zatézmy, ze w uktadzie znajduje si¢ symetryczna cienka membrana. Niech w ukladzie dyskret-
nym znajduje si¢ ona pomigdzy potozeniami /N oraz N + 1. Czasteczka, ktora probuje przedo-
sta¢ si¢ przez membrane z potozenia N do N + 1 (lub odwrotnie) przeskoczy pomiedzy tymi
polozeniami z prawdopodobiefistwem 1 — ¢ lub zostanie zatrzymana w wyjSciowym potozeniu
z prawdopodobienstwem ¢ (0 < g < 1). Proces ten mozemy opisa¢ nastepujacymi rOwnaniami
réznicowymi

1 1
4.1) Poi1(m;mg) = iPn(m— 1;m0)+§Pn(m+1;m0) , m#N,N+1,

1 1-—
4.2) Pn+1(N; mo) = §Pn(N -1 mo) + qun(N +1; mo) + an(N; mo) )

1— 1
(4.3) P,o1(N+1;mg) = Tan(N;mo) + §Pn(N +2;mg) + %Pn(N +1;my) .
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Przejscie od funkcji prawdopodobienstwa okreslonej dla dyskretnego czasu do funkcji okreslo-
nej dla czasu ciagtego dokonane zostanie przy uzyciu wzoru (2.21), co w pierwszej kolejnosci
wymaga wyznaczenia funkcji generujacej dla uktadu réwnan (4.1)—(4.3). Ze wzoréw (2.4) oraz
(4.1)—(4.3) po prostych przeksztalceniach otrzymamy nastgpujacy uktad réwnan ré6znicowych dla
funkcji generujace;j

@4 LS, 2m0) = Spume) =
z
;S(m_lvz;mo)—i_;S<m+1az;m0)7 m#N>N+17
1
(45) ; [S(N, 2 m()) — 5N,mo] =

1 1-—
SV =1, z3my) + —S(N + 1, 25m) + SS(N, zm) .

(4.6)

N |

[S(N + 1, z;m0) — ONs1.mg) =

1-— 1
TQS(N,z;mO) + §S(N+2,z;mo) + gS(N—i— 1,z;mp) .

W dalszej czgsci pracy funkcje S oraz P bedziemy oznaczaé para indekséw 7, 7, j = +, —; indeks
1 oznaczaé bedzie potozenie punktu m, indeks j — potozenie punktu mg, znak — oznacza, ze dany
punkt lezy w lewej stronie uktadu przedzielonego cienka membrana, znak + oznacza, ze punkt
lezy po prawej stronie membrany. Zalézmy, ze my < IN. Rozwiazania ukladu réwnan (4.4)—(4.6)
wyrazaja si¢ nastgpujacymi wzorami

e SN EPEIN [k

iz ¢ [1 ~ 20— n(2)

[n(z)]" (1 +n(z))(1 — q)
VI=22[1— (2= 1)n(z)]

4.7 S__(m,z;mg) =

(4.8) Si—(m,z;mp) =

Ze wzoréw (2.21), (4.7) 1 (4.8) dostaniemy

Uni(s)
1 — [@um(s)]?

@) P-(m,simo) = @aa ()]~ 4 A(s) @ ()N

(4.10) Py (m, s;mp) = UMA(S) R(s)[n(@u ()"l
1 — [@n(s)]?
gdzie
_ 1 —n(@um(s))
@i A = T D)
(4.12) R(s) = (1 =) (L +n(@wm(s)))

11— (2¢— Dn(@n(s))
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W granicy ¢ — 0 czgstotliwos¢ przeskokéw pomigdzy sasiednimi potozeniami w uktadzie
dyskretnym dazy do nieskonczonosci. Oznacza to, ze czasteczka, ktéra probuje przeskoczy€ przez
membrang ,,nieskoniczong ilo$¢ razy” w dowolnym skoniczonym przedziale czasu przeskoczy przez
nig z prawdopodobienstwem réwnym jeden. W praktyce membrana bedzie ,,niezauwazalna” dla
czasteczek. Z tego powodu zaktadamy, ze prawdopodobieristwo ¢ zalezy od parametru € oraz
q(e) — 1 gdy ¢ — 0. Bardziej szczegétowa dyskusja tego problemu, przedstawiona w pra-
cy [8], prowadzi do przyjecia nastgpujacej funkcji
(4.13) qle) =e =,
gdzie k jest parametrem odbicia membrany okreslonym dla uktadu ciagtego. Dla matych wartosci
parametru zastosujemy nastgpujace przyblizenie
(4.14) gle)=1—°.

K
W przyblizeniu s < v, wykorzystujac wzory (2.37) oraz (4.14), funkcje (4.11) 1 (4.12) przyjmuja
odpowiednio postacie

2av/D, /K N
S Y

(4.15) A(s) = .
12 ((2vDa/k) + 1)

2v D, B o o
(2vDa/K) + p n(2vDafr)+u) |
Wzory (2.34), (2.37), (2.38) oraz (4.9)—(4.12) prowadza do nastgpujacych funkcji

(4.16) R(s) =

N Safl _ |z—zq|p _ le—zq| (1—p) e
(417) P__([E, S;.T()) = = e VDa e VDa 2p
2D, 1
_ Q@Rzy—z—xzg)p  (2zny—z—20) (1—p) g
+wis¥e VPa e VDa ] ;
R Sa—l _(z—zg)p _ (z—xqg) (1—-p) et
(4.18) Py (,5m0) = —==(wy —wgs®)e” VPa"e VP %
e
gdzie xy = €N,
200/ D,
(4.19) w; = L
M2 ((2\/ Da/ﬂ) + :u)
2V D,
(420) Wy = )
((2v/Da/r) + 1)
208/ D,,
421) ws -
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Przy obliczaniu odwrotnych transformat Laplace’a funkcji (4.17) i (4.18) zastosujemy wzoér (2.41),
co daje

P (w,t;m0) =

1 — lz—zole |z — x0|>
~ € \/E fa—l,a ( )
200/ Dy [ 2\ D

_(ZZN—I—ZO),U, 2 _ _
(4.22) twie Ve fania (t;“”N z ‘”0))],

P+— (:Ev t; ZE())

2u\/7 [wQe o 2#\/7

_(z—zg)p _
(4.23) —wse Vo fzal,a(;(‘” ‘”0))]

217/ De

Funkcje (4.22) 1 (4.23) sa rozktadami gestosci prawdopodobienistwa znalezienia czasteczki w punk-
cie x po czasie t (z( jest potozeniem poczatkowym czasteczki) w uktadzie z symetryczng mem-
brana, w ktérym wystepuja reakcje mogace prowadzi¢ do ,,zniknigcia” czasteczki.

5. UWAGI KONCOWE

Celem niniejszej pracy jest zaprezentowanie procedury wyznaczania gesto$ci prawdopodobieni-
stwa znalezienia czasteczki w dowolnie wybranym punkcie subdyfuzyjnego uktadu w dowolnym
czasie; w kazdej chwili czasteczka moze ,,znikna¢” z uktadu na skutek absorpcji czy tez reakcji
chemicznych, w uktadzie moga znajdowac si¢ przeszkody w postaci czgSciowo przepuszczalnych
cienkich membran. Wyznaczanie tych prawdopodobienistw polega na rozwigzaniu uktadu réwnan
réznicowych opisujacych proces btadzenia losowego w dyskretnym uktadzie zawierajacym cien-
kie membrany (a wlasciwie wyznaczeniu funkcji generujacych dla tego uktadu), a nastgpnie na
przejsciu od zmiennych dyskretnych do zmiennych ciagtych stosujac zaprezentowana w tej pra-
cy metode. W szczegdlnosci, przejscie od dyskretnego do ciagtego czasu wymaga wprowadzenia
funkcji gestosci prawdopodobienstwa czasu oczekiwania na przeskok w);, prawdopodobienstwo
zajScia reakcji jest uwzglednione w tej funkcji. Ograniczeniem tej metody jest to, ze prawdopodo-
biefistwo zajs$cia reakcji nie zmienia si¢ w czasie, nie zalezy tez od polozenia czasteczki. Odpowia-
da to procesowi subdyfuzji w uktadzie z reakcjami postaci A + B — B, gdzie A sa mobilnymi
czasteczkami, a B - czasteczkami statycznymi o statym jednorodnym stezeniu. W przypadku, gdy
stezenie czasteczek B jest bardzo duze w poréwnaniu ze stgzeniem czasteczek A, rozpatrywany
proces moze w przyblizeniu odpowiadaé bardziej ogdlnej reakcji nieodwracalnej A + B — (),
gdzie () oznacza produkty reakcji nie majace wptywu na stan czasteczek A. Przedstawiony model
moze by¢ wykorzystany do modelowania biologicznych proceséw wspomnianych we Wstepie.
Moze takze by¢ wykorzystany do opisu subdyfuzji organizméw zywych zaatakowanych np. przez
bakterie, ktére moga doprowadzi¢ do §mierci organizmu; wéwczas w modelu nalezy przyjaé praw-
dopodobienstwo mozliwosci zajScia reakcji p = 1, otrzymane funkcje beda wowczas jakoSciowo
rozne od przedstawionych w tej pracy, wyprowadzonych przy zatozeniu p < 1. Zaprezentowane
rozwazania maja charakter analityczny, jednakze zastosowanie modelu z dyskretnymi zmienny-
mi pozwala w naturalny sposéb na dokonywanie symulacji procesu subdyfuzji-reakcji, wowczas
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mozna rozszerzy¢ model na uktad niejednorodny, w ktérym prawdopodobienstwo zajscia reakcji
zalezy od potozenia czasteczki A. Przedstawiona w tej pracy procedura moze by¢ réwniez wyko-
rzystana do modelowania procesu dyfuzji normalnej—reakcji, dla ktérego o« = 1.
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