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HIPERBOLICZNE ROWNANIE DYFUZJI
TADEUSZ KOSZTOLOWICZ

STRESZCZENIE. Paraboliczne réwnanie dyfuzji normalnej ma niefizyczna wtasnos¢, a mianowi-
cie jego rozwiazanie fundamentalne (funkcja Greena) przyjmuje niezerowe warto$ci dla dowol-
nych wartosci polozenia i czasu. Oznacza to, ze w ukladzie dyfuzyjnym moga istnie¢ czasteczki
dla ktérych predkos¢ propagacji przyjmuje dowolnie duza warto$¢. Aby wyeliminowaé owa wta-
sno$¢ wprowadzane jest hiperboliczne réwnanie dyfuzji. W niniejszej pracy rozpatrzymy dyfuzje
normalng oraz subdyfuzje w uktadzie zawierajacym cienka membrang oraz w uktadzie elektroche-
micznym, przy analizie procesu impedancji dyfuzyjnej. Paraboliczne i hiperboliczne réwnania sub-
dyfuzji zawieraja pochodne czasowe rzgdu utamkowego. Pokazemy, ze réznice pomigdzy funkcjami
opisujacymi te procesy, wyznaczonymi odpowiednio z réwnania parabolicznego oraz réwnania hi-
perbolicznego, nie réznig si¢ istotnie w przypadku dyfuzji zachodzacej w uktadzie membranowym,
za$ prowadza do jako$ciowo réznych wynikéw w uktadzie elektrochemicznym, w ktérym jeden
z warunkow brzegowych zaktada szybkie oscylacje stezenia w wybranym punkcie. Rozwigzania
réwnan dyfuzji normalnej i subdyfuzji otrzymane zostang przy wykorzystaniu metody transformaty
Laplace’a rozwigzywania réwnan rézniczkowych.

1. WSTEP

W modelowaniu procesu dyfuzji normalnej (o statym wspétczynniku dyfuzji D) w ukladzie

jednowymiarowym najczgsciej uzywane jest rdwnanie paraboliczne majace nastgpujaca postac
0 0?
1.1 —C(x,t) = D—C(x,t

( ) at (‘T’ ) axQ (‘CE? ) ?
gdzie C'(z, ) jest stezeniem dyfundujacych czasteczek; zaktadamy tutaj, ze wspétczynnik dyfuzji
D jest niezalezny od zmiennej przestrzennej i czasu. Réwnanie to moze by¢ wyprowadzone z fe-
nomenologicznego modelu dyfuzji w ktérym zaktadamy, ze strumien dyfundujacych czasteczek J
jest proporcjonalny do gradientu stgzenia

B
(1.2) J(x,t) = =Do-Cla1)
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Podstawiajac (1.2) do réwnania cigglosci

0 0
(1.3) 5,0, t) = —2-J(a 1)

otrzymamy réwnanie (1.1). Rozwigzaniem fundamentalnym réwnania dyfuzji, nazywanym takze
funkcja Greena, oznaczonym w dalszej czg$ci symbolem P(x,t;xq), jest rozwiazanie rGwnania
spelniajace warunek poczatkowy

(14) P(J],O,l’o) - 5(‘%‘ - JZO) )

gdzie 0 oznacza funkcj¢ (dystrybucje) delta-Diraca. Funkcj¢ Greena mozna interpretowac jako ge-
stos¢ prawdopodobienstwa znalezienia dyfundujacej czasteczki w punkcie x po czasie ¢ pod wa-
runkiem, ze w chwili poczatkowej t = 0 znajdowala si¢ ona w punkcie zy. Prawdopodobienstwo
to moze by¢ takze interpretowane jako ,,unormowane” stezenie bardzo duzej iloSci N czasteczek
(N — o0) rozpoczynajacych swoj ruch dyfuzyjny w chwili ¢ = 0 w punkcie zy (unormowa-
nie oznacza tutaj stg¢zenie czasteczek podzielone przez ilos¢ czasteczek V). Funkcja Greena dla
réwnania dyfuzji jest rozktadem Gaussa z wariancja liniowo zalezna od czasu

1 _ (w—xq)?

e Dt
2V Dt

Latwo zauwazy¢, ze funkcja Greena (1.5) ma pewna niefizyczng wlasno$¢, a mianowicie jej warto-
Sci sa rozne od zera dla dowolnych wartosci ¢ > 0 oraz x. Zgodnie z interpretacja tej funkcji ozna-
cza to, ze istnieja czasteczki, ktre sa w stanie przemiescic si¢ ruchem dyfuzyjnym na dowolnie
duza odlegtos¢ w dowolnie krétkim czasie. Aby wyeliminowac t¢ wtasnos¢, Cattaneo wprowadzit
hiperboliczne réwnanie dyfuzji [1], majace nastgpujaca postac

0? 0 0?
T@C(ﬁ, t)+ aC(x,t) = D@C(:p,t) :
gdzie 7 jest tzw. parametrem opdZnienia majacym wymiar czasu (parametr ten bgdzie opisany
w dalszej czgsci pracy). Zwréémy uwage, ze rownanie (1.6) jest jednak trudniejsze do rozwigza-
nia od parabolicznego réwnania dyfuzji (1.1), ponadto wymaga ono przyjecia dwoéch warunkéw
poczatkowych zakladajac konkretne postacie rozwiazania rownania i jego pochodnej czasowe]
w chwili poczatkowej (w odréznieniu od réwnania parabolicznego, gdzie zadawany jest jeden wa-
runek poczatkowy). O ile warunek poczatkowy postaci

(1.7) C(x,0) = f(z)

jest dobrze umotywowany fizycznie (jest on po prostu stgzeniem poczatkowym substancji), o tyle
warunek postaci

(1.5) P(z,t;20) =

(1.6)

(1.8) gC(:r, ) =glx)
t t=0

zazwyczaj takiej motywacji nie posiada i jest raczej wybierany w sposéb arbitralny. Zachodzi
zatem pytanie: czy warto stosowac hiperboliczne réwnanie dyfuzji zamiast rownania parabolicz-
nego? Okazuje sig, ze nie ma jednoznacznej odpowiedzi na tak postawione pytanie, sa bowiem
uktady, w ktérych rozwiazania dla obu réwnan r6znig si¢ nieznacznie w interesujacym fizykow
obszarze, sa takze procesy, w ktérych rozwigzania tych rownan prowadza do wynikéw jakoscio-
wo réznych. W niniejszej pracy opiszemy ,,fenomenologiczny” sposéb wyprowadzenia jednowy-
miarowego hiperbolicznego réwnania dyfuzji oraz réwnania subdyfuzji ze stalymi parametrami.
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Zastosujemy réwnania hiperboliczne do opisu dyfuzji normalnej oraz subdyfuzji w uktadach fi-
zycznych (w uktadzie membranowym oraz uktadzie elektrochemicznym), w ktérych rozwiazania
rownania hiperbolicznego i parabolicznego prowadza kolejno do bardzo podobnych rozwigzan
oraz do rozwiazan istotnie rézniacych si¢ od siebie. Opisana zostanie takze metoda transformaty
Laplace’a rozwigzywania tych réwnan.

2. HIPERBOLICZNE ROWNANIE DYFUZJI

Réwnanie dyfuzji (1.1) mozna wyprowadzi¢ ze stochastycznego modelu btadzenia losowego
[2, 3]. W najprostszym modelu btadzenia losowego czasteczka wykonuje losowo przemieszczenia
(Az),, n oznacza tutaj kolejny numer przeskoku. Rozktad wartosci przemieszczenia spetnia roz-
ktad zmiennej losowej o skoficzonych momentach (zazwyczaj przyjety jest rozktad Gaussa). Gdy
w uktadzie nie ma wyrdéznionego kierunku ruchu czasteczek (a taki wyrézniony kierunek ruchu
moze by¢ wynikiem konwekcji cieczy lub migracji duzych czasteczek spowodowanej np. polem
grawitacyjnym), wowczas zaktada sig, ze ((Ax),(Az),+1) = 0, gdzie (a) oznacza wartos¢ Srednia
wielkoSci a usredniong po zbiorze wszystkich dyfundujacych czasteczek. Zatozenie to prowadzi
do parabolicznego réwnania dyfuzji (1.1). Bardziej realistycznym wydaje si¢ jednak zatozenie, ze
kolejne przeskoki czasteczki sa ze soba skorelowane. Bezwladnos¢ czasteczki moze powodowac,
ze z wigkszym prawdopodobienstwem zwrot predkosci czasteczki bedzie utrzymany w kolejnym
przeskoku, niz jego zmiana. Przy takim zatozeniu ((Ax),(Ax),11) # 0, stochastyczny model
btadzenia losowego prowadzi wéwczas do hiperbolicznego réwnania (1.6).

Fenomenologicznie réwnanie (1.6) mozna wyprowadzi¢ w nastgpujacy sposob. Zatézmy, ze
strumien czasteczek jest opézniony o czas 7 w stosunku do gradientu stgzenia (stad 7 nazywamy
parametrem opdznienia)

0
.1) J(a,t+7) = =D5-C(x.1).

Zaktadajac, ze parametr 7 przyjmuje male wartosci oraz, ze rozpatrujemy czasy ¢t > 7, mozemy
przyjac nastgpujace przyblizenie

0 B,
2.2) J(w,t) 75T (01) = =Do-Cla,t) |

Rézniczkujac (2.2) wzgledem zmiennej x oraz wykorzystujac rownanie ciagtosci (1.3) otrzymamy
réwnanie (1.6).

3. FUNKCJA GREENA DLA HIPERBOLICZNEGO ROWNANIA DYFUZJI NORMALNE]

Jak wspominaliSmy wczes$niej, funkcja Greena moze by¢ definiowana jako rozwiazanie odpo-
wiedniego réwnania rézniczkowego z warunkiem poczatkowym (1.4); drugi warunek poczatkowy
przyjmijmy w postaci
3.1) gP(m t;xg)] =0

. 8t 3 Uy L0 - - )

w dalszej czgSci rozwazan zaktadamy, ze xo = 0. Do rozwigzania réwnania (1.6) z warunkami po-
czatkowymi (1.4) i (3.1) wykorzystamy transformate Laplace’a L[f(t)] = f(s) = [;" e * f(t)dt
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i Fouriera F[f(t)] = f(k) = [°°, €™ f(x)dz, oraz nastgpujace wzory
d2

(3.2) L [jtf (t)l =sf(s)— f(0), L [dtQ

ﬂﬂ:fﬂ@—ﬁ@—ﬂWm,

gdzie f(0) oznacza wartosé pochodnej rzedu i dla t = 0,

d? .

63) F| ool = ¥tk Flsto) -1

Dziatajac operatorami £ i F na réwnanie (1.6), po prostych przeksztatceniach otrzymamy funkcje
2 14+ 7s

34 P(k,s;0) = ,

4 (k, 5:0) s+ 7%+ Dk?
ktéra, po wyznaczeniu odwrotnej transformaty Fouriera z uzyciem wzoru

1 1
3.5 F [ ] = el
(3-5) a? + k2 2"

a > 0, przyjmie postaé

. V1 _Lelys s
(3.6) P(m,s;O):ﬁe Vo VIS
2V Ds
Funkcje (3.6) mozna przedstawi¢ w réwnowaznej postaci
A 1 A \/F A
3.7 P(x,s;0) = Pi(x,s;0) + Py(x,s;0),
gdzie
- 1 _lzlr s(s T
(3.8) Pi(x,5;0) = —————e VB VT
s(s+1/7)
(3.9) Py(z,5;,0) = sPi(x,5;0) .

Wykorzystujac nastgpujacy wzoér na transformatg odwrotng Laplace’a [4]

_ a2 (;\/t - k2> ot — k),

67]6 s(s+a)

(3.10) L7 e —
s(s+a)

gdzie I,,,n = 0,+1,42, ..., sag zmodyfikowanymi funkcjami Bessela [5], k,a > 0, ©O(u) = 1 dla
u > 0,0(u) = 0dlau < 0, otrzymamy

1 1 % || T
. P . = 27’[ —_ 2 _ - - .
3.11) (7, 1:0) = 5 e o (2#” - ) o (t = )

Ze wzoréw (3.2)1(3.9) wynika, ze funkcja P, jest wyrazona poprzez pochodna wzgledem czasu
funkcji P,. Zakladajac, ze obie funkcje sa ciagle (pomijamy przy tym osobliwosci wynikajace
z obecnosci w rozniczkowanej funkcji (3.11) funkcji ©), po wykorzystaniu nastgpujacego wzoru

[5]

d
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otrzymamy

1 t 1 ZE2T t
Py(x,t;0) = T L | oy -
2(, 150) 2\/D7'e i [ ! (27’ D ) 2 _ 2T

D
1 2T
1 T | — 2= =
(3.13) 0(27 D)

|z|7
Olt——| .
(-5
Zgodnie z (3.7), funkcja Greena jest wyrazona wzorem

1
2V D1 2vD
Zauwazmy, ze obecno$¢ funkcji © w funkcjach P, i P, powoduje, ze funkcja Greena ma nos$nik
ograniczony |z| < Dt/7. Wynika z tego, ze maksymalna predkos¢ propagacji v, dyfundujacych
czasteczek wyraza si¢ wzorem v, = D /7. Dla przypadku dyfuzji normalnej opisanej réwnaniem
parabolicznym, gdzie 7 = 0, znikaja ograniczenia na maksymalng predkos¢ propagacji.

Dla duzych wartosci argumentu zmodyfikowana funkcje Bessela mozna przyblizy¢ wzorem [5]

(3.14) P(z,t;0) =

1 4n? —1
(3.15) I,(u) = meu [1 i ] .

Ze wzoréw (3.11), (3.13), (3.14) i (3.15) wynika, ze dla |z| < ¢,/ D /7 funkcja Greena moze by¢
wyrazona nastgpujacym wzorem

1 _ a2 T _ a2
e iDt iDi

2V Dt * 4/ D3 ¢
Funkcje Greena postaci (3.16) mozna interpretowac jako fundamentalne rozwiazanie rownania
(1.6) w obszarze potozonym wzglednie blisko poczatkowego potozenia czasteczki, w ktérym roz-
wigazanie jest ,,zauwazalnie” wigksze od zera.

Przykladowe wykresy funkcji (3.14) przedstawione sa na Rys. 1. Jak widaé, rozwiazania otrzy-
mane dla dyfuzji opisanej réwnaniem parabolicznym (gdy 7 = 0) i rozwiazania dla 7 = 1, a takze
dla 7 = 10 malo réznig si¢ od siebie gdy czas jest znacznie wigkszy od parametru 7. Zauwazalne
réznice beda widoczne przy wzglednie duzych wartosciach parametru 7 (w poréwnaniu do czasu
1), ktére jednak nie wydaja si¢ zbyt realistyczne. Zwré¢my uwage, ze przyjmujac jednostke dtugo-
Sci jako milimetr oraz jednostke czasu jako sekunde, wartoS¢ wspétczynnika dyfuzji D przyjeta do
obliczen jest rzgdu ,,typowych” wspétczynnikéw dyfuzji dla dyfuzji réznych substancji w wodzie.
W tym przypadku zalozenie, ze strumien jest opéZniony w stosunku do gradientu stgzenia choCby
o jedng sekund¢ wydaje si¢ mato realistycznym zatozeniem. Mozna zatem zaryzykowac stwier-
dzenie, ze rozktad prawdopodobienistwa znalezienia dyfundujacej czasteczki w réznych punktach
jednorodnego rzeczywistego uktadu, otrzymane z parabolicznego réwnania dyfuzji, praktycznie
nie rézni si¢ od rozktadu otrzymanego z réwnania hiperbolicznego.

(3.16) P(z,t;0) =

4. HIPERBOLICZNE ROWNANIE SUBDYFUZJI

Subdyfuzja rézni si¢ od dyfuzji normalnej tym, ze ruch czasteczek w oSrodku subdyfuzyjnym
jest znaczaco utrudniony w poréwnaniu do osrodka, w ktérym wystepuje dyfuzja normalna. Sub-
dyfuzja ma miejsce w przypadku transportu wzglednie duzych czasteczek w osrodku o skompli-
kowanej strukturze, takim jak zel lub oSrodek porowaty. Stochastyczny model btadzenia losowego
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0.4 —

0.3 1

0.2 1

P(x,t;0)

0.1 1

0.0 ——

RYSUNEK 1. Wykresy funkcji Greena (3.14) dla dyfuzji normalnej, dla r6znych
warto$ci parametru 7: czarna przerywana linia odpowiada 7 = 0, linia pomaraf-
czowa 7 = 1, przerywana niebieska 7 = 10, zielona 7 = 50, czerwona 7 = 100,
wartoSci pozostatych parametrow: ¢ = 500, D = 0.001.

opisujacy subdyfuzje¢ zaktada, ze Sredni czas oczekiwania na przeskok czasteczki jest nieskon-
czony (gestoS¢ prawdopodobienstwa czasu oczekiwania na przeskok jest rozktadem z ,,grubym
ogonem” postaci t 1"* dlat — 00, 0 < a < 1), podczas gdy dla dyfuzji normalnej czas ten
przyjmuje skonczong wartos¢.
Zazwyczaj subdyfuzj¢ opisuje si¢ liniowym réwnaniem czastkowym z czasowa pochodng utam-
kowa Riemanna-Liouville’a rzedu 1 — « [6]
a alfa 62
4.1) 8t(](x, t) =D, =0 92
0 < a < 1, D, jest wspélczynnikiem subdyfuzji wyrazonym w jednostkach metr? /sekunda®; dla

a = 1 otrzymamy réwnanie dyfuzji normalnej. Pochodna utamkowa Riemanna-Liouville’a dla
B > 0 jest nastgpujacym operatorem catkowym [7]

@) Dpy = D [
dth ['(n— ) dtr Jo ’
n jest liczba naturalna, 5 < n < 8 + 1. Réwnanie (4.1) mozna fenomenologicznie wyprowadzié
definiujac subdyfuzyjny strumien czasteczek wzorem
ot 9
“otl— 0z

C(z,t),

4.3) J(z,t) =—-D C(z,t),
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a nastgpnie podstawiajac (4.3) do réwnania ciaglosci (1.3). Dla 0 < 8 < 1, gdy funkcja f jest
ograniczona dla ¢ > 0, transformata Laplace’a pochodnej Riemanna-Liouville’a wyraza si¢ wzo-
rem

d? A
— B
(4.4) L [dtﬁf(t)] =s"f(s) .
Transformata Laplace’a réwnania (4.1) jest wyrazona wzorem
A d? .
1«
4.5) sC(x,s) — C(z,0) =s —deC’(x, s) .
Przeksztalcajac rownanie (4.5) do postaci
. d? .
« a—1 —
(4.6) s*P(x,s) — s P(x,0) = @P(m, s),

oraz wykorzystujac nastgpujaca transformatg Laplace’a (a wlasciwie transformatg odwrotng do
niej)

8 n—
@7 c [dcfm] _ S f(s) = S st ()
dtp =

gdzien — 1 < § < n, symbol dg /dt? oznacza pochodng utamkowa Caputo, otrzymamy postaé
rOwnania subdyfuzji rownowazna réwnaniu (4.1)

438) % ety = D2 O
' ot ™ VT T g2
Pochodna utamkowa Caputo jest zdefiniowana nastgpujacym wzorem (dla 3 > 0) [7]

dg _ 1 t nn—pg— d" / !
o <t)_F(n—B)/o(t_t) 1dt,nf(t)dt>

n —1 < [ < n. Réwnania (4.1) oraz (4.8) bedziemy nazywac ,,parabolicznym utamkowym
rOwnaniem subdyfuzji”.

Réwnanie subdyfuzji (4.8) mozna otrzymac z parabolicznego réwnania dyfuzji normalnej sto-
sujac ,,techniczny trick” polegajacy na zamianie operatoréw

4.9)

B o

lub zamieniajac strumien dyfuzyjny (1.2) na subdyfuzyjny (4.3) w réwnaniu ciaglosci. Powyzszy
»trick” nie jest oczywiScie formalnym wyprowadzeniem rownania subdyfuzji, chociaz bywa on
stosowany (czesto bezkrytycznie) przy uogdlnianiu czastkowych réwnan rézniczkowych opisuja-
cych rézne procesy fizyczne do ich bardziej ,,0gdlnej” postaci zawierajacej pochodng utamkowa.
Taki sposéb dziatania obserwowany byt przy probach uogdlniania hiperbolicznego réwnania dy-
fuzji normalnej (1.6) na utamkowe réwnanie subdyfuzji [8]. Problemem jest tutaj wybér, ktéra
z pochodnych czasowych rzedu naturalnego ma by¢ zamieniona na pochodna rz¢du utamkowego.
Moze by¢ dokonana zamiana tylko pierwszej pochodnej wystepujacej po lewej stronie réwnania
(1.6), badZ zamienione zostang obie pochodne czasowe wystepujace w réwnaniu (1.6) kolejno
na pochodne utamkowe Caputo rzedu 2a 1 . Mozliwe jest takze wstawienie strumienia subdy-
fuzyjnego (4.3) do réwnania (2.1), co w praktyce wyraza si¢ dopisaniem pochodnej czasowej
Riemanna-Liouville’a do prawej strony tego réwnania i zamiany D — D,. W naszej opinii
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ostatni scenariusz otrzymania rownania jest najlepiej umotywowany ,,fizycznie”. Prowadzi on do
réwnania

@.11) Jat) + 72wt = —De 2 2 )
. i~ = —VYai,7_-7_ ) )
’ ot ot'—e Ox
ktore wraz z r6wnaniem ciagtosci (1.3) prowadzi do nastepujacego rOwnania
0> 0 olm 52
4.12 —C(z,t) + =C(x,t) = Do———=——=C(x,1) .
(4.12) TopC@t) + 5.C(x,1) Sii=a g2 C (&> 1)
Réwnanie (4.12) mozna zapisa¢ w rOwnowaznej postaci
é—i—a @g H2
(4.13) TatHaC'(:L’, t) + @C(x,t) = DQ@C’(JJ,t) .

Roéwnania (4.12) oraz (4.13), uzywane w dalszej cze¢sci niniejszej pracy, nazwiemy ,.hiperbolicz-
nymi réwnaniami subdyfuzji”.
5. FUNKCJA GREENA DLA HIPERBOLICZNEGO ROWNANIA SUBDYFUZIJI

Transformata Laplace’a pochodnej utamkowej Riemanna-Liouville’a dowolnego dodatniego
rzedu wyraza si¢ wzorem

(5.1) c [dﬁﬂt)] =s"f(s) - Zl sk PR (0)
dth =

B > 0, gdzie f¥*=1(0) oznacza warto$¢ utamkowej pochodnej Riemanna-Liouville’a rzedu
B —k—1dlat = 0. Poréwnujac transformaty Laplace’a pochodnych utamkowych (4.7) oraz (5.1)
mozna zauwazy¢, ze lepiej uzywacé réwnania hiperbolicznego z pochodna Caputo, gdyz wéwczas
przy rozwiazywaniu tego rownania — przy zastosowaniu transformaty Laplace’a — nalezy przyjaé
warunki poczatkowe takie, jak przy rozwigzywaniu rownania hiperbolicznego z pochodnymi rze-
du naturalnego. Rozwigzanie rownania hiperbolicznego z pochodng Riemanna-Liouville’a wyma-
ga zadania warunkéw poczatkowych w postaci pochodnych rzgdu utamkowego, warunki takie nie
maja jasnej interpretacji fizycznej. Dokonujac transformaty Laplace’a i Fouriera réwnania (4.13)
przy wykorzystaniu wzoréw (1.4), (3.1), (3.2), (3.3) oraz (4.7) otrzymamy po prostych przeksztat-
ceniach
2 1+7s
52) Pk, 5:0) = s+ 782+ Dysi=o/2k2

Wykorzystujac wzoér (3.5), ze wzoru (5.2) dostaniemy

R V1 _l iy
(5.3) P(zx,s;0) = ie Vg Vs (ATs)
2 /Dasl—a/Z

Uwzgledniajac tylko cztony liniowe wzgledem parametru 7, wzor funkcji (5.3) przyjmie postaé

5% rlals®\ _lelso/?
e VDa .

1
1 —
2y/Dgs'—/? ( Ty T oD,

Funkcje Greena uzyskamy z powyzszego wzoru wykorzystujac nastgpujacy wzor [9]

(5.5) £ {s”e_a‘ﬂ = fu,(ta) = ! - i ! <—a>k ,
= BN (—ky —v) \ 0

A

(5.4) P(z,s;0) =
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(fv, jest szczegblnym przypadkiem funkcji H-Foxa), co prowadzi do funkcji

1 ]
(5.6) P(ZE,t, 0) = W [fa/Q—l,oe/Q (ta \/D_>

oy YTl (
9 a/2,0/2 )\/D_a \/D_a a,a/2 ,\/D—a .

Poniewaz subdyfuzja jest procesem znacznie wolniejszego rozprzestrzeniania si¢ czasteczek w po-
rownaniu z dyfuzja normalna, maksymalna predkos¢ propagacji subdyfuzyjnej czasteczek jest za-
tem mniejsza niz ma to miejsce w przypadku dyfuzji normalne;.

1.0+
0.9—-
0.8—-
0.7—-
0.6—-

0.5+

P(x,t;0)

0.4
0.3+
0.2+

0.1 1

0.0

RYSUNEK 2. Funkcja Greena (5.6) dla r6znych wartoSci parametru 7 podanych
w legendzie, o = 0.8, t = 500, D, = 0.001.

Przyktadowe wykresy funkcji (5.6) sa pokazane na Rys. 2. Wynika z nich, ze r6znice pomigdzy
rozwiazaniami fundamentalnymi réwnania parabolicznego i réwnania hiperbolicznego sa jeszcze
mniejsze niz dla dyfuzji normalnej, czego nalezato si¢ raczej spodziewac, gdyz jak wspominali-
Smy, subdyfuzja jest procesem bardzo powolnym w poréwnaniu z dyfuzja normalna.

6. SUBDYFUZJA W UKLADZIE MEMBRANOWYM

Rozpatrzmy dyfuzj¢ w uktadzie przedzielonym bardzo cienka czg¢Sciowo przepuszczalng mem-
brang umieszczong w punkcie x = (. Niech membrana rozdziela w chwili poczatkowej jedno-
rodny roztwor o stezeniu C od czystego rozpuszczalnika, uktady takie sa czgsto wykorzystywane



10 T. KOSZTOLOWICZ

do eksperymentalnego badania czasowej ewolucji stgzen dyfundujacej substancji [10]. Warunek
poczatkowy w tym przypadku wyraza si¢ wzorem

6.1) C(x,0) 0 s

{ Co, <0,

Oznaczmy indeksem 1 funkcje okreSlone w obszarze x < 0, za$ indeksem 2 — funkcje okreSlone
w obszarze x > (. Przyjmujemy nastgpujace warunki brzegowe na membranie: warunek ciagtosci
strumienia czasteczek na membranie

(6.2) J(07,t+7)=Jo(0 t+7)= J(O,t+ 1),
oraz warunek zapisany w ogdlnej postaci
(63) blCl(O_,t) +b202(0+,t) —|—b3<](0,t+7') =0.

Warunek (6.3) mieSci w sobie kilka interesujacych nas warunkéw brzegowych, np. dla nieprze-
puszczalnej membrany mamy b; = by, = 0, by # 0, dla catkowicie absorbujacej Sciany by = b3 = 0,
by # 0, dla czgSciowo absorbujacej Sciany by = 0, by, b3 # 0. W dalszej czgsci pracy pokazemy
rozwigzania (w granicy matego parametru 7) dla dwéch czesto uzywanych warunkéw brzego-
wych, ktére maja prosta interpretacje fizyczna. Pierwszy z nich zaktada staty iloraz stgzer po
obu stronach membrany (wéwczas by > 0, by < 0, b3 = 0), w drugim strumiefi przeptywajacy
przez membrang jest proporcjonalny do réznicy stgzeri okres§lonych na powierzchniach membrany
(w tym przypadku b; = —by > 0, by < 0).
Z réwnania (4.11) wynika, ze transformata Laplace’a strumienia wyraza si¢ wzorem

R Sl—a

d A
6.4 J 0)=—-D,——CC(z,s) .
Ogo6lne rozwiazanie rownania (4.13) dla warunku poczatkowego (6.1) oraz warunku poczatkowego
wyrazonego wzorem

(6.5) QC(x, £)

ot =0,

t=0

mozna przedstawi¢ — po niezbyt dlugich obliczeniach — w postaci nastgpujacych transformat La-
place’a

. C b NENie=
6.6 ¢ = 1- Vv
(6.6) e 8) = [ b — by — bys' o2/ T 75 ’

A CO by _ \/E\/li
6.7 oz, s) = - VTS
(6.7 ) = T, s T s

Zaktadajac by > 0, by < 0, b3 = 0 otrzymamy warunek brzegowy

6.8) C1(0,1) = v C(0,1)
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v = —by/by. Ze wzoréw (6.6) i (6.7), po zastosowaniu odwrotnej transformaty Laplace’a (5.5)
dostaniemy
C() —T
6.9 Ci(z,t) =Co— —— | foiapn |, —
( ) 1(]; ) 0 1 +7 [f 1, /2 < \/D—a>

P
2\/D_a a/2,a/2 ) \/D_a )

C
610 Calont) = 15 | Fra (165 ) = 5T humn (57|

Przyktadowe wykresy funkcji (6.9) 1 (6.10) znajduja si¢ na Rys. 3.

2
O !
0.4 4 N
0.2 1
0.0 , . , . ; . e
2 -1 0 1 2
X

RYSUNEK 3. Wykresy funkcji (6.9) 1 (6.10) dla warunku brzegowego (6.8), czarne
przerywane krzywe odpowiadaja 7 = 0, pomaranczowe ciagle odpowiadaja 7 =
100, wartosci pozostatych parametréw: v = 1.5, « = 0.9, D, = 0.0005, Cy =
1, dla czaséw t = 500, 1000, 1500, 2000 (wigkszym czasom odpowiadaja krzywe
lezace ,,blizej” osi OX w lewej czgsci uktadu i ,,dalej” od tej osi w prawej czgsci
uktadu), linia x = 0 reprezentuje cienka membrang.

Podstawiajac by = —by > 0, by < 0 we wzorze (6.3) otrzymamy nastgpujacy warunek brzegowy
na cienkiej membranie

(6.11) J(0,t 4+ 7) = X[C1(0,t) — C5(0,1)] ,
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1.0 T

0.8 1

0.6 +

C(x.t)

0.4

0.2 1

0.0 1 , . , . i . BEESRRS 88 SO

RYSUNEK 4. Wykresy funkcji (6.12) i (6.13) dla warunku brzegowego (6.11) dla
= 0.001, wartoSci pozostatych parametréw i opis wykresu jest taki sam jak dla
Rys. 3.

gdzie A = —b; /b3, za$ dokonujac tego podstawienia w funkcjach (6.6) oraz (6.7), po rozwinigciu
ich w szereg potegowy wzgledem parametru 7 oraz zastosowaniu wzoru (5.5), otrzymamy

Co \/D_a " . T
(6.12) Ci(x,t) = 00—7 2 (— o > lfn(l—a/Z)—l,a/2 (t, \/D_a>
nr

—— + T f P
9 (1—-a/2),a/2 \/D_ 2\/D_a n(l—a/2)+a/2,0/2 ’\/D_a )

x

+ f . TT f g T
n(l—a/2),0/2 \/D_ 2\/D_a n(l—a/2)+a/2,0/2 ) \/D_a .
Przyktadowe wykresy funkcji (6.12) i (6.13) znajduja si¢ na wykresie Rys. 4.

6.13)  Cy(z,t) = 62‘0 3 (
n=0

7. HIPERBOLICZNA IMPEDANCIJA SUBDYFUZYJINA

Metoda pomiaru impedancji (czyli, w uproszczeniu, zaleznoS¢ natgzenia pradu od przytozo-
nego zmiennego napigcia, czgstotliwos¢ zmian napigcia jest tutaj parametrem) jest jedna z pod-
stawowych metod eksperymentalnego badania uktadéw elektrochemicznych [11]. Impedancja Z
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(przyjmujaca wartosci zespolone) jest najczgsciej przedstawiana w postaci wykreséw Nyquista
(ReZ, —ImZ) w postaci krzywych, na ktérych wigkszym wartoSciom czestotliwosci zmian napie-
cia odpowiadaja punkty potozone blizej poczatku uktadu wspéirzednych. Przy elektrodach tworza
si¢ warstwy dyfuzyjne, w warstwie tej transport jondw odbywa si¢ gtdwnie poprzez dyfuzje. Na-
tezenie pradu jest wowczas proporcjonalne do strumienia dyfuzyjnego w warstwie dyfuzyjne;.
Impedancja uktadu wyraza si¢ wzorem [11]

(7.1) Z(s) = ls)

A

gdzie 7(s), I(s) sa transformatami Laplace’a odpowiednio tzw. nadnapigcia oraz natezenia prze-
pltywajacych tadunkéw, s = iw, ¢ jest tutaj jednostka urojona, w = 27 oznacza pulsacjg, v jest
czestotliwoscia zmian nadnapigcia. Nadnapigcie powoduje pojawienie si¢ okreslonego stezenia
tadunkéw na powierzchni elektrody = = 0 (patrz Rys. 5)

(7.2) ()] =g = £C(0,1)

parametr x zalezny jest od wiasnosci uktadu, np. od rodzaju elektrody, wielkosci jej powierzchni
czy tadunku pojedynczego jonu przeptywajacego w warstwie dyfuzyjne;.

n(t)=Esin(cwy) | Warstwa | 4ciana
| dyfuzyjna |« absorbujaca
lub odbijajaca

x=0 x=L
RYSUNEK 5. Schemat warstwy dyfuzyjnej tworzacej si¢ przy elektrodzie, ptasz-

czyzna x = ( jest powierzchnig elektrody.

Natezenie pradu na ptaszczyznie x = 0 jest zwigzane ze strumieniem dyfuzyjnym zaleznoscia
(73) 1(t) = gAJ(0,1)

gdzie q jest fadunkiem pojedynczego jonu, A — polem powierzchni elektrody. Impedancja wyraza
sie¢ wowczas wzorem [11]

(7.4) 2(s) = rREO:S)
J(0, s)
gdzie R = x/(qA). Nadnapigcie przytozone do ptaszczyzny = = 0 ma charakter oscylujacy
(7.5) n(s) = Esin(wt + ¢) ,
co powoduje oscylacje stezenia tadunkéw na tej ptaszczyZnie
(7.6) C(0,t) = Cosin(wt + ¢) ,
Coy = E/(RqA). Ogdlny warunek brzegowy na Scianie z = L ma postaé
(7.7) arJ(x,0) +b,C(x,0) =0.

Plaszczyzna © = L najczgdciej jest traktowana jako odbijajaca $ciana, dla ktérej by, = 0 lub ab-
sorbujaca $ciana, gdzie a;, = 0. Jak wspominaliSmy poprzednio, réwnanie subdyfuzji z pochodna
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2.0
1.8 1
J Odbijajgca $ciana
] e 0
1.6 1 J 0,01
1 Ji 0,1
1.4
i Absorbujgca éciana
1.2 4 f -
N2 P 00
E  10-
]

RYSUNEK 6. Wykresy Nyquista dla = 0.8 i dla warto$ci parametru 7 przedsta-
wionych w legendzie dla uktadu, w ktérym w punkcie x = L wystepuje odpowied-
nio odbijajaca lub absorbujaca $ciana, punkty na wykresie Nyquista odpowiadajace
wigkszym wartoSciom pulsacji w znajduja si¢ blizej poczatku uktadu.

Caputo jest bardziej dogodne dla postawienia warunkéw poczatkowych. Przyjmijmy nastgpujace
warunki poczatkowe

(7.8) C(z,0) = aatC(x,t) =0.
t=0

Uwzgledniajac powyzsze warunki poczatkowe transformata Laplace’a rownania subdyfuzji (4.13)
daje réwnanie

2

(7.9) st C(x,s) + s2C(z, s) = Daﬁé(x, s) .
T

Rozwiazanie ogdlne réwnania (7.9) ma postaé

(7.10) Clz,s) = AyeD7 4 Ae )7

gdzie

(7.11) u(s) = ——I+7s.
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1.0

Odbijajgca Sciana

0.9—-
0.8—-
0.7—-
0.6—-

0.5+

-imZ

0.4 +
0.3+
0.2+

0.1+

0.0

RYSUNEK 7. Wykresy Nyquista dla dyfuzji normalnej (o« = 1), pozostalty opis
i warto$ci parametréw sg takie same jak na Rys. 6.
Z powyzszych wzoréw, po prostych przeksztatceniach otrzymamy [12]

Ru(s) [brp(s)sinh(p(s)L) — sapcosh(p(s)L)
(7.12) Z(s) = s [bLu(s)cosh(,u(s)L) - saLsinh(u(s)L)l ’

s = iw. Dla w — 0o otrzymamy

e Dlat #0
, R\/T 11—« » 11—«
(7.13) Z(iw) = NP {COS (7T 1 ) — isin (7? 1 )] .
Wykres Nyquista odpowiadajacy (7.13) to odcinek nachylony do osi ReZ pod katem
-«
7.14 = :
(7.14) P =T
e Dla7 =0
R 1—a/2 1—a/2
(7.15) Zliw) = ——Teos (#1292 _jgin (£ 12072) | |
VDwt=/2 2 2
Wykres Nyquista odpowiadajacy (7.15) to odcinek nachylony do osi ReZ pod katem
1—a/2
(7.16) o= /2.

2

15
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Przyktadowe wykresy Nyquista zaprezentowane sa na Rys. 6 (dla subdyfuzji) oraz na Rys. 7 (dla
dyfuzji normalnej). Z wykreséw tych oraz ze wzoréw (7.14) i (7.16) wynika, ze parametr 7 ma
bardzo wyrazny wptyw na ksztatt wykresow.

8. WNIOSKI I UWAGI KONCOWE

Procesy dyfuzji opisane réwnaniem hiperbolicznym mozna interpretowaé jako procesy, w kt6-
rych strumien jest op6Zniony w stosunku do gradientu stezenia. W uktadach, w ktérych warunki
brzegowe maja charakter ,,statyczny”, rozwigzania réwnania hiperbolicznego réznia si¢ nieznacz-
nie od rozwiazan réwnania parabolicznego, czego przyktadami sa funkcje Greena dla uktadu jed-
norodnego oraz rozktady stgzen dla uktadu membranowego. Jak mozna zauwazy¢ na wykresach
Rys. 1 —Rys. 4, rozwiazania te r6znig si¢ W ,,zauwazalny” sposob dla nierealistycznie duzych war-
toSci parametru opdznienia 7. Wynika stad wniosek, ze procesy dyfuzji w takich uktadach moga
by¢ opisane przez paraboliczne rOwnanie dyfuzji, dla ktérego potrzeba jednego warunku poczatko-
wego (w odréznieniu od réwnania hiperbolicznego gdzie wymagane sa dwa takie warunki) 1 ktére
jest zazwyczaj latwiejsze do rozwiazania od réwnania hiperbolicznego. W uktadach, w ktérych
warunek brzegowy zaktada na brzegu uktadu szybkie zmiany w czasie funkcji bedacej rozwiaza-
niem roéwnania, rozwigzania rownania hiperbolicznego silnie zaleza od parametru 7 i prowadza
do rezultatéw odmiennych od wynikéw otrzymanych z rozwiazan rownania parabolicznego. Przy-
ktadem tego jest impedancja dyfuzyjna w uktadzie elektrochemicznym. Wykresy Nyquista dla tej
impedancji, przedstawione na Rys. 6 1 Rys. 7, silnie zaleza od parametru 7 w obszarze odpowia-
dajacym duzym czestotliwoSciom zmian napigcia (obszar potozony w poblizu poczatku uktadu
wspotrzednych). Latwo zauwazyC, ze w obszarze matych czgstotliwoSci wykresy te nie zaleza od
parametru 7, zaleza jedynie od warunkéw brzegowych na $cianie ograniczajacej warstwe dyfuzyj-
na. Przedstawione wnioski dotycza hiperbolicznego i parabolicznego réwnania dyfuzji normalne;]
jak réwniez réwnan subdyfuzji z pochodnymi czasowymi rzgdu utamkowego. Dodajmy, ze funkcje
Greena, bedace rozwiazaniami rownania subdyfuzji—reakcji typu Cattaneo, réwniez silnie zaleza
od parametru 7 [13].
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