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ZASTOSOWANIE ENTROPII NIEADDYTYWNYCH W OPISIE SUBDYFUZJI
KATARZYNA D. LEWANDOWSKA I TADEUSZ KOSZTOLOWICZ

STRESZCZENIE. Przedstawiamy zastosowanie entropii nieaddytywnych w modelowaniu subdyfu-
zyjnych proceséw transportu. Dla nieaddytywnych entropii Sharma-Mittala, Tsallisa i Gaussa wy-
znaczamy funkcje Greena tak, aby spelnialy relacje przyjeta w tym artykule jako definicje subdyfu-
zji i poréwnujemy je z funkcja Greena otrzymana dla modelu subdyfuzji opartym na formalizmie
continuous time random walk. Wskazujemy na uzyteczno$¢ modeli opartych na entropiach niead-
dytywnych, pomimo iz modele te nie maja jasnej interpretacji stochastycznej. Krétko omawiamy
podobienstwa i réznice pomigdzy modelami opartymi na entropiach nieaddytywnych i modelem
wyprowadzonym z formalizmu continuous time random walk oraz wskazujemy na eksperymen-
talne mozliwoSci wyznaczenia wartoSci parametrow charakteryzujacych modele oparte o entropie
nieaddytywne.

1. WPROWADZENIE

Subdyfuzja to proces transportu jakoSciowo inny niz dyfuzja normalna. W dyfuzji normalne;j
czasteczki wykonuja losowe przeskoki, ktérych Sredni czas oczekiwania na przeskok jest skoficzo-
ny, a dlugosci skokéw sa niewielkie — odchylenie standardowe dtugosci przeskokéw jest skonczo-
ne. Jezeli jednak ruch czasteczek bedzie w istotny sposéb ograniczony przez czynniki zewngtrz-
ne, to czas oczekiwania czasteczki na przeskok moze sta¢ si¢ bardzo dtugi, do tego stopnia, ze
warto$¢ Srednia tego czasu bedzie nieskoriczona (przy skoiczonym Srednim kwadracie dtugosci
przemieszczenia). Mamy wowczas do czynienia z subdyfuzja. Subdyfuzja moze by¢ zdefiniowana
jako proces, w ktérym kwadrat Sredniej dtugosci przeskoku spetnia relacje [29, 30]

(1.1) ((Az)* (1)) = Dat™

gdzie a € (0, 1) oznacza parametr subdyfuzji, D, to wspétczynnik subdyfuzji wyrazany w jed-
nostkach m?/t*. Gdy a = 1, to mamy do czynienia z procesem dyfuzji normalnej. Subdyfuzja
moze wystgpowac w osrodkach o skomplikowanej strukturze wewngtrznej, takich jak osrodki po-
rowate, zele membrany biologiczne [5,22,23,29,30], wnetrza komorek [18,28,38].
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Relacja (1.1) nie jest jedyna, ktéra przyjmuje si¢ jako definicj¢ subdyfuzji (por. np. [1,5,6,19]).
Ponadto, wielu autor6w uwaza, iz relacja ta jedynie definiuje parametry v i D, a nie proces sub-
dyfuzji lub dyfuzji normalnej. Jednym z powodéw takiego stanowiska moze by¢ sytuacja przed-
stawiona w artykule [10]. Wykazano w nim, ze istnieje niegaussowski i niemarkowowski proces
transportu, ktory spetnia relacje (1.1) dla o = 1, tak jak proces dyfuzji normalnej, o ktérym za-
ktada sig, ze jest gaussowski 1 markowowski. Jednakze w niniejszym artykule rozwazamy model,
w ktérym subdyfuzje opisujemy przez réwnanie z czasowa pochodna utamkowa wyprowadzone
z formalizmu continuous time random walk, w ktérym rozklad dtugosci przeskoku czasteczki jest
gaussowski. Drugi moment wyznaczony dla rozwigzania tego réwnania (funkcji Greena) wynosi
(1.1)dla 0 < o < 1. Bladzenie losowe dla 0 < a < 1 utozsamiamy z subdyfuzja, natomiast dla
a = 1 z dyfuzja normalna.

W naszym artykule zaktadamy, ze kazdy model, ktory spetnia relacje (1.1), moze by¢ traktowany
Jjako model subdyfuzji. Konsekwencja przyjetego zalozenia sa modele, ktére formalnie prowadza
do relacji (1.1), lecz nie maja prostej interpretacji stochastycznej. Czg$¢ modeli spetniajacych na-
sze zalozenie traktuje subdyfuzj¢ jako proces stochastyczny, co umozliwia ich jasna i prosta inter-
pretacje. Inne, jak dotad, nie majg interpretacji stochastycznej. Nie odrzucamy takich modeli; uwa-
zamy, ze modele, ktore nie majq jednoznacznej interpretacji stochastycznej lub interpretacja ta nie
zostata dotychczas znaleziona, a ktore spetniajq relacje (1.1), mogq byé — podobnie jak modele sto-
chastyczne — uzyte do opisu dyfuzji anomalnej. Uwazamy takze, ze eksperymentalna weryfikacja
modelu jest najlepszym sposobem potwierdzenia poprawnosci samego modelu jak i jego uzytecz-
nosci. Dodajmy, ze zgodnos$¢ funkcji wyprowadzonych w ramach danego modelu teoretycznego
z wynikami eksperymentalnymi jest nieodzownym kryterium ich akceptacji badZ odrzucenia. Na-
tomiast nie istnieje eksperymentalna mozliwos$¢ sprawdzenia Scistych matematycznych zatozen,
takich jak przestrzen czy klasa funkcji, co sprawia, ze w modelach fizycznych zatozenia te nie sg
uwzgledniane.

Najczesciej uzywanym modelem subdyfuzji jest model oparty na formalizmie continuous time
random walk [29,30]. W ramach tego modelu otrzymuje si¢ liniowe réwnanie subdyfuzji z po-
chodnymi rzgdu utamkowego [7,29,30]. Jest to takze model, ktéry nadaje subdyfuzji jasna i prosta
interpretacje stochastycznag. Ten model bedzie dla nas modelem odniesienia. Innymi modelami,
ktore takze opisuja subdyfuzje sa modele oparte na entropiach nieaddytywnych. Najogdlniejsza
z entropii nieaddytywnych jest entropia Sharma-Mittala, inne bowiem entropie, takie jak np. entro-
pia Tsallisa lub entropia Gaussa sa szczegdlnymi przypadkami entropii Sharma-Mittala [2]. W ra-
mach modeli opartych na entropiach nieaddytywnych otrzymuje si¢ nieliniowe rézniczkowe (lub
rézniczkowo-catkowe) rownania z pochodnymi rzgdu naturalnego [4,8,9,12,14,16,31,33,35,36].
Modele oparte na entropiach nieaddytywnych nie maja — jak dotad — jasnej interpretacji stocha-
stycznej, chociaz proby znalezienia takiej interpretacji zostaty podjete (por. np. [26]).

Ponizej okreslimy i porownamy rozktady gestosci prawdopodobiefistwa potozenia czasteczki
wyprowadzone z réznych formalizméw. Poréwnywac bedziemy funkcje Greena G(z, t; xg), kt6-
re sg rozwiagzaniami réwnai otrzymanymi dla warunku poczatkowego G(x,0;x¢) = §(z — x).
Funkcje Greena dla modeli opartych na entropiach nieaddytywnych otrzymamy w oparciu o uogol-
nione funkcje Greena przedstawione w ksiazce Franka [14]. Mianowicie, parametry wystepujace
w funkcjach Greena zostang dobrane tak, aby wszystkie te funkcje prowadzity doktadnie do relacji

(1.1).
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2. ENTROPIE NIEADDYTYWNE

Entropi¢ S uktadu w danym stanie makroskopowym definiujemy za pomoca liczby dozwolo-
nych stanéw mikroskopowych W odpowiadajacych temu stanowi makroskopowemu [32]

2.1 S = kplnW |

gdzie kp oznacza stata Boltzmanna. Entropia stanowi zatem logarytmiczna miar¢ stopnia przy-
padkowosci (nieuporzadkowania) uktadu. Entropia Boltzmanna-Shannona (2.1) jest entropia ad-
dytywna, co oznacza, ze entropia uktadu sktadajacego si¢ niezaleznych z poduktadéw jest rowna
sunie entropii poduktaddw.

Dyfuzje normalna opisujemy przy pomocy entropii Boltzmanna-Shannona (2.1). W przypadku
subdyfuzji mozemy postuzy¢ si¢ jedynie entropiami nieaddytywnymi, tj. entropia Sharma-Mittala,
Tsallisa lub Gaussa, co zostalo wykazane w [11-17]. Nieaddytywnos¢ entropii dla uktadéw nie-
zaleznych A i B, wyraza nastgpujacy zwiazek

S'IA+ B] = S'[A] + S‘[B] + (1 — ¢q)S‘[A]S"[B] ,
gdzie g # 1, a za indeks gérny 7 podstawimy symbol konkretnej entropii nieaddytywnej, tj. SM, T

lub G. Dla addytywnej entropii Shannona-Boltzmanna ¢ = 1.

2.1. Entropia Sharma-Mittala. Najbardziej ogélna entropia nieaddytywna jest entropia Sharma-
Mittala, ktérg w przestrzeni fazowe;j {2 definiuje relacja [14]

1= [fy Prda)

2.2) MG, [P] = =1 : gdzie ¢, r>0 i qr#1,

gdzie ¢ i r to parametry, a P jest ggstoscia prawdopodobienstwa znalezienia czasteczki w potoze-
niu z w chwili £.

Z entropii Sharma-Mittala mozemy otrzymac inne entropie nieaddytywne, jak i addytywne po-
przez natozenie dodatkowych warunkéw na parametry ¢ i r. Dla » = ¢ otrzymamy nieaddytywna
entropi¢ Tsallisa. Gdy wykonamy przejScie graniczne r — 1~ to otrzymamy nieaddytywna entro-
pie Gaussa, a wykonujac przejscia graniczne ¢ — 11 ir — 1~ — addytywna entropi¢ Shannona-
Boltzmanna [14].

2.2. Entropia Tsallisa. Entropia Tsallisa wydaje si¢ by¢ najczesciej wykorzystywana z entropii
nieaddytywnych w modelowaniu dyfuzji anomalnej. Entropi¢ Tsallisa definiuje relacja [34,35]
1= Jo Pldx

T
(2.3) S, [P] -

, gdzie ¢>0 1 q#1.

2.3. Entropia Gaussa. Entropi¢ Gaussa definiujemy nastgpujaco

_l—exp (g —1) Jq Pln Pdx]

G
(2.4) S, [P] —

, gdzie ¢>0 1 q#1.
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3. NIELINIOWE ROWNANIE FOKKERA-PLANCKA

W przypadku entropii nieaddytywnych wyprowadzenie réwnania subdyfuzji jest niejednoznacz-
ne i wymaga przyjecia zalozen. Zatozenia te nie zawsze maja przekonywujaca motywacje fizycz-
na — najczesciej przyjmowane sa a priori. W naszym przekonaniu nie dyskwalifikuje to jednak
uzyskanych w ten sposéb réwnafi, poniewaz moga by¢ uzyteczne w modelowaniu konkretnych
procesow zachodzacych w przyrodzie.

Wyprowadzenie nieliniowych réwnan Fokkera-Plancka moze by¢ wykonane na kilka sposobow;
ponizej przedstawimy nastgpujacy. Zakladamy, ze prawdziwa jest nastgpujaca relacja definiujaca
strumief subdyfuzyjny

0 08
(3.1 J = QM(P)%(S—P ,
gdzie parametr () jest miarg fluktuacji (parametr ten w praktyce ,,zawiera” wszystkie parametry
niezalezne od P), M (P) jest funkcja P (posta¢ funkcji P zaktadamy w zaleznosci od rozpatrywa-
nego przypadku), a §S/§ P oznacza pochodna funkcjonalna' entropii wzgledem prawdopodobiefi-
stwa P. Po podstawieniu strumienia (3.1) do réwnania ciggtosci
0J(x, t) _OP(z,t)
Ox ot
ktére wyraza prawo zachowania liczby czastek, otrzymane zostaje nieliniowe réwnanie Fokkera-
Plancka (przyjmujemy tutaj M (P) = P)
8P(x t) 0 008
ot ~“0x” 0z 0P
Po wykonaniu obliczen otrzymamy dla kazdej z rozwazanych entropii réwnanie o ogélnej postaci
OP (x,t)  0*P(x,t)
o Ox2 ’
dla rozwigzania ktérego postuzymy si¢ nastgpujacym twierdzeniem.

(3.2)

(3.3)

Twierdzenie 3.1. Rozwiqzanie rownania
OP (z,t)  0°P9(x,t)

34 =

3-4) ot 0x? ’

dla warunku poczatkowego P (x,0) = 6(x) ma nastgpujacq postac [40]
1 Bg—1) o ) \7

(3.5) Py(x,t) = * <{1 2q7Nt2k/N )

gdzie k = (¢ — 1+ 2/N)~Y, N oznacza wymiar przestrzeni oraz

wh={g uZe

0, u<0.

Rozwiazanie postaci (3.5) nosi nazwg rozwigzania Barenblatta.
W pierwszej kolejnosci przedstawimy réwnanie otrzymane na bazie entropii Sharma-Mittala.
Réwnania wyprowadzone dla entropii Tsallisa i Gaussa sa szczegélnymi przypadkami réwnania

'Pochodna funkcjonalna funkcjonatu F [ f = [g(f(z), ) dx definivjemy 6F /5 f = dg (f(z),z) /Of.
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otrzymanego dla entropii Sharma-Mittala. Przedstawimy takze funkcje Greena dla tych réwnan,
ktére moga by¢ réwniez otrzymane z rownania (3.5).

3.1. Entropia Sharma-Mittala. Dla entropii Sharma-Mittala (2.2) réwnanie (3.3) przyjmuje po-
stac [13,14,16,25,26]

oP =1 0*P"
— = Prd .
or ~ Ysm [/Q o2
Funkcja Greena dla tego rOwnania jest nastepujaca
Csu(t &
(3.6) Gsm(x,t;20) = Dsn(t) Hl — SJ\;”(T —1)(x — m0)2} ] ,
+
gdzier > 1/3,r,q# 1,9 >0,
6) Deu(t) = | 1 Y%
- sm(t) = ;
2r(1+ ) Qs Krg |2 t
3r—1 %
(3.8) K,—{ (57 . r#1,
(Ve)'=, r=1,
™ L(r/(r=1))
G nee-) 0 oL
(3'9) ZT — ﬁ 5 r = 1 s

[ L((1+7r)/2(1-71))

gdzie I'(z) = [;° 7°'e "dr to funkcja gamma Eulera oraz

(3.10) Con(t) = 2[2Dsp (1) .
Drugi moment funkcji Greena (3.6) wynosi
2 TH

(3.11) (A (1)), ~ 17 .
3.2. Entropia Tsallisa. Dla entropii Tsllisa (2.3) rownanie (3.3) przyjmuje postac

oP 0? P4
3.12 - = .
(3.12) 5 Qr 52
Funkcja Greena dla tego rOwnania ma nastgpujaca postac

Cr(t =1
G.13) Grla ) = Drtt) [{1- - -2 |7
+
gdzie ¢ > 1/3,q # 1,
(3.14) D (t) l : ] -
. T t) = )
2q(1+ q)Qr |z,|"t

(3.15) Cr(t) = 2[2,Dp(t)]
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oraz z, jest dane przez (3.9). Drugi moment funkcji Greena (3.13) wynosi

2 1
3.16 Ar)?(t)) = —— :
(3.16) (A’ ), = 3.7 a0
3.3. Entropia Gaussa. Dla entropii Gaussa (2.4) réwnanie (3.3) przyjmuje postac
oP o?P
o = Qc exp {x(q — 1)/QPlnde] R

Funkcja Greena dla tego rownania ma nastgpujaca postac

(3.17) Gal(z,t;x9) = Dg(t)exp (— Calt) (x — x0)2> :
gdzie
(Ve ]™
(3.18) D¢ (t) = 2701 % )Qct
oraz
(3.19) Ca(t) = 2n [Da(t)]” .
Drugi moment funkcji Greena (3.17) wynosi
1
2 p—
(3.20) ((Aa)* M), = & ok

Funkcje Greena (3.6), (3.13) i (3.17) zaleza od parametru ¢, ktéry moze by¢ interpretowany ja-
ko miara nieaddytywnoSci entropii i parametru ();, ktéry jest miara fluktuacji. Funkcja Greena dla
entropii Sharma-Mittala (3.6) zalezy takze od parametru r. Funkcje Greena dla entropii Tsallisa
(3.13) 1 Gaussa (3.17) sa szczegdlnymi przypadkami funkcji Greena dla entropii Sharma-Mittala
(3.6). Aby otrzymac funkcje Greena dla entropii Tsallisa nalezy przyja¢ w (3.6) ¢ = r, za$ aby
otrzymac funkcj¢ Greena dla entropii Gaussa nalezy policzy¢é w (3.6) granicg » — 1. Jednakze,
poniewaz te trzy entropie i odpowiadajace im funkcje Greena sa zazwyczaj rozpatrywane oddziel-
nie, my takze tak postapimy.

4. MODELE SUBDYFUZJI

Wszystkie modele opisuja ten sam proces, wigec funkcje Greena otrzymane z wykorzystaniem
poszczegdlnych entropii powinny spetniac relacje (1.1), ktéra przyjeliSmy jako definicje subdyfu-
zji [25]. Ponadto, wszystkie funkcje Greena powinny zaleze¢ od parametréw subdyfuzji a1 D,,,
poniewaz parametry subdyfuzji o i D, moga by¢ mierzalne eksperymentalnie w ramach kazde-
go z modeli przy pomocy, na przyktad, czasowej ewolucji warstwy przymembranowej w ramach
modelu utamkowego [20,22,23].

Relacja (1.1) bedzie spetniona przez funkcje Greena G;(x, t; x() otrzymane w ramach powyz-
szych modeli, gdy [25]

4.1 ¢=--1
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oraz

a [Da(3r — 1))V
47’Kr,2/a—1|zr‘2(171/a) ’

4.2) Qsmv =

gdzie | - | oznacza warto$¢ bezwzgledna,

a2 D, (6/a — 4)]/°
42 — a)|zgja1 [P0V

(4.3) Qr =

aDl/e
2(\/2_7Te>2(1—1/a) ;

wspélczynniki K, , i 2, sa zdefiniowane przez relacje (3.8) i (3.9). W funkcjach Greena (3.6),
(3.13) i (3.17) parametry q i (); zostang wyeliminowane z wykorzystaniem réwnaf (4.1)—(4.4).

4.4) Qo =

4.1. Model Sharma-Mittala. Funkcja Greena dla jednorodnego nieograniczonego ukladu wy-
prowadzona w ramach modelu Sharma-Mittala jest nastgpujaca [25]

Gnrlt: 29) = 1 Hl_ (r—l)(x—ggo)2} ]Til’
VDa(Br — 12| Da(3r =1t~

gdzie r > 1/31ir # 1. Funkcja ta ma rézne wtasnosci w zaleznosci od wartosci parametru r. Mia-
nowicie, dla » > 1 funkcja (4.5) ma ograniczony no$nik (patrz Rys. 1), co oznacza, ze prawdopo-
dobienistwo znalezienia czasteczki przyjmuje wartoSci niezerowe jedynie w pewnym przedziale,
ktérego granice rozszerzaja si¢. Natomiast dla 1/3 < r < 1 funkcja Greena (4.5) ma no$nik
nieograniczony, co oznacza, ze prawdopodobienstwo znalezienia czasteczki przyjmuje wartoSci
niezerowe w (—o0, 00). Wykresy funkcji Greena dla tego przypadku sg przedstawione na Rys. 2.

4.5)

4.2. Model Tsallisa. Funkcja Greena dla jednorodnego nieograniczonego uktadu wyprowadzona
w ramach modelu Tsallisa przyjmuje postac [25]

(46 Grlatim) = - [{L_ﬂ—aXx—%f}lwiv
| R \/QDQ<3 — 2a)t*|z2/a-1] 2(3 = 20) Dot |, ’

gdzie

al' [a/2(1 — )] T

rt20-—a)] V21 —a)

Rysunek 3 przedstawia przyktadowe funkcje Greena (4.6) wyznaczone dla r6znych wartoSci pa-

rametru subdyfuzji «. Jak juz wspominaliSmy, entropia Tsallisa jest szczegdlnym przypadkiem
entropii Sharma-Mittala. Funkcj¢ Greena dla modelu Tsallisa otrzymamy z funkcji (4.5) dla

2
4.7) r=——1.

«

22/a-1 =

Zauwazmy, ze model Tsallisa dla subdyfuzji odpowiada przypadkowi » > 1 w modelu Sharma-
Mittala.
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RYSUNEK 1. Funkcja Greena dla modelu Sharma-Mittala dla przypadku r > 1
(ograniczony nos$nik). Funkcje zostaly wyznaczone dla o = 0.4, D, = 2.5, t =
100, zp = 0 i r6znych warto$ci parametru » wymienionych w legendzie rysunku.

0,5

G(x,t;xo)

RYSUNEK 2. Funkcja Greena dla modelu Sharma-Mittala dla przypadku 1/3 <
r < 1. Funkcje zostaly wyznaczone dla o = 0.4, D, = 2.5, ¢t = 100, g = 0
i r6znych wartosci parametru » wymienionych w legendzie rysunku.
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RYSUNEK 3. Funkcja Greena dla modelu Tsallisa. Funkcje zostaly wyznaczone
dla D, = 2.5, ¢t = 100, 2y = 01 réznych wartoSci parametru subdyfuzji o wymie-
nionych w legendzie rysunku.

4.3. Model Gaussa. Funkcja Greena dla jednorodnego nieograniczonego uktadu dla modelu Gaus-
sa moze by¢ otrzymana z réwnania (4.5) w granicy » — 1~ [25]

1 (x — xo)?
(48) GG("L'7t;CL'O) = Wexp —W .

Przykladowe wykresy tej funkcji znajduja si¢ na rysunku 4.

4.4. Model vtamkowy. Subdyfuzj¢ w ramach modelu utamkowego opisuje si¢ przy pomocy row-
nania rézniczkowego z utamkowa pochodng czasowa Riemanna-Liouville’a [7,25,29, 30]

OP(x,t)  ~ 0 0°P(x,t)
(4.9) ot Da(?tl—a ox?
gdzie
(4.10) D, = m;‘)Da _

Pochodna Riemanna-Liouville’a d* f(t) /dt* definiujemy dla o > 0

o0 f(t 1 A
win £) _ LAy P (L
ot Fin—a)otr Jo  (t—7)te™m
gdzie n—1 < a < n. Funkcja Greena dla réwnania (4.9) jest nastgpujaca (indeks dolny F' oznacza

model utamkowy)

1

|z — x|
4.12) Grp(r,t;10) = ——=—fa/2-1,0/2 (t; = ,
2/ D, \/Da
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RYSUNEK 4. Funkcja Greena dla modelu Gaussa. Funkcje zostaly wyznaczone dla
D, = 2.5,t =100, xg = 0 i réznych wartosci parametru subdyfuzji  wymienio-
nych w legendzie rysunku.

gdzie

1 & 1 a\*
(4.13) fup(tia) = 15 ];) T(—kf — v)k! <_tﬁ) ’

B,a > 0, funkcja f moze by¢ takze przedstawiona przy pomocy funkcji Foxa [21]. Przyktadowe
wykresy funkcji Greena dla modelu utamkowego zaprezentowane sa na Rys. 5.

5. POROWNANIE FUNKCJI GREENA OTRZYMANYCH W RAMACH ROZNYCH MODELI

Wykresy na rysunku 6 przedstawiaja funkcje Greena dla modeli Sharma-Mittala 1 utamkowego.
Pewne podobieristwo funkcji Greena dla obydwu modeli oraz fakt, ze spetniaja one rownanie (1.1)
nie oznacza, ze s sobie rownowazne, bowiem dla ustalonego ¢ i x — oo, Gy (x,t;x9) —
(1/|z|)2/=") podczas gdy Gg(z,t;20) ~ |x| exp(—a|z|'/1=%/2)) (a jest dodatnia stata) ma cha-
rakter wyktadniczy i zalezy od «.

Rysunek 7 przedstawia porownanie funkcji Greena dla modeli rozwazanych w tym artykule.
Funkcje Greena dla modeli Sharma-Mittala 1 utamkowego sa podobne dla pewnych wartosci pa-
rametru 7, natomiast funkcje Greena dla modeli Tsallisa 1 Gaussa znacznie odbiegaja od dwdch
pierwszych, co mozemy wyttumaczy¢ faktem, ze model Tsallisa funkcjonuje dla» > 1 [39], a mo-
del Gaussa—gdy r» — 1.
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G(x,t;xo)

0,1

RYSUNEK 5. Funkcje Greena dla modelu utamkowego. Funkcje zostaly wyzna-
czone dla o = 0.4, t = 100, o = 0 i r6znych wartoSci wspétczynnika subdyfuz;ji
D, wymienionych w legendzie rysunku.

0,25
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RYSUNEK 6. Poréwnanie funkcji Greena dla modeli Sharma-Mittala (linia ciagla)
i utamkowego (linia przerywana). Funkcje zostaty wyznaczone dla o« = 0.4, D, =
2.5, r = 0.406, zo = 0 i r6znych wartoSci ¢ wymienionych w legendzie rysunku.
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RYSUNEK 7. Poréwnanie funkcji Greena dla modeli Sharma-Mittala (linia ciagta),
utamkowego (linia przerywana), Gaussa (linia kropkowana) i Tsallisa (linia ciagta
z symbolami). Funkcje zostalty wyznaczone dla o = 0.4, D, = 2.5, r = 0.406,
t=1001iz, = 0.

6. UWAGI KONCOWE

W artykule poréwnane zostaty rozktady gestosci prawdopodobienistwa subdyfuzyjnej czasteczki
w funkcji potozenia i czasu (czyli funkcje Greena), wyznaczone jako rozwigzania réwnan nieli-
niowych rzedu catkowitego i liniowych z pochodnymi rzedu utamkowego. Réwnania te zostaly
otrzymane z réznych formalizméw: z formalizmu opartego na entropiach nieaddytywnych oraz
z formalizmu continuous time random walk majacego stochastyczny charakter. Parametry wyste-
pujace w poszczegllnych rownaniach nieliniowych zostaly dobrane tak, aby wszystkie funkcje
Greena, wyznaczone z tych réwnan, prowadzity do relacji (1.1). Pomimo tej wspdlnej cechy nadal
wystepuja jakoSciowe réznice we wiasnoSciach tych réwnan i ich rozwiazan, przejawiajace si¢ np.
w tym, ze funkcje Greena nieliniowego réwnania wyprowadzonego w oparciu o entropi¢ Sharma-
Mittala w pewnych przypadkach sa rozwiazaniami o ograniczonym no$niku, w przeciwienstwie
do funkcji Greena wyprowadzonych z utamkowego réwnania subdyfuzji.

Modele subdyfuzji uzyskane z formalizmu continuous time random walk i z wykorzystaniem
entropii nieaddytywnych nie sa sobie nieréwnowazne. Przyczyna tego wydaje si¢ by¢ nastgpujaca.
Modelujac subdyfuzje uogélniamy odpowiedni model dyfuzji normalnej, czyniac pewne specjal-
ne zatozenia. W przypadku formalizmu continuous time random walk zalozeniem tym jest, ze
zmieniamy rozktad czasu oczekiwania czasteczki na przeskok tak, aby Sredni czas oczekiwania
na przeskok byt nieskonczony (od strony technicznej odpowiednio zmieniamy transformatg La-
place’a tego rozkladu). Rezultatem tego zatozenia jest otrzymanie liniowego rownania subdyfuzji
z czasowa pochodng rzgdu utamkowego. W ramach formalizmu wykorzystujacego entropig, do
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opisu subdyfuzji musi zosta¢ uzyta entropia nieaddytywna. Przez maksymalizacj¢ entropii nie-
addytywnej, przy uzyciu metody mnoznikéw Lagrange’a z ograniczeniami nalozonymi na tzw.
g-momenty (w przypadku dyfuzji normalnej ograniczenia dotycza zwyktych momentéw), mozna
otrzymac funkcje Greena dla subdyfuzji (patrz np. [41]). Uzyskane w ten sposéb funkcje sa takze
rozwiazaniami nieliniowego rownania czastkowego z pochodnymi rz¢du naturalnego. Réwnania
nieliniowe otrzymywane s3 rOwniez przez wyrazenie strumienia jako pochodnej funkcjonalnej en-
tropii nieaddytywnej wzgledem prawdopodobienstwa oraz zastosowanie rOwnania ciagtosci [25].
Okazuje sig, ze zalozenia przyjete w obu modelach nie sa poréwnywalne. Zwr6émy uwage na
to, ze w niektérych przypadkach funkcje Greena dla formalizmu opartego na entropiach nieaddy-
tywnych maja no$nik ograniczony; nie s wéwczas rozkladami nieskoniiczenie podzielnymi. Nie
mozna zatem transportu czasteczki przedstawi¢ wowczas jako sumy pojedynczych przeskokow.
Uzasadnia to poglad, ze ztozenia maja inny charakter i trudno je ze soba poréwnywac.

Istnieja procesy dla ktérych znalezienie odpowiedniego stochastycznego rownania subdyfuzji
sprawia pewne trudnosci, czego przyktadem jest proces anomalnego btadzenia losowego w ukta-
dzie, w ktérym jego granice zmieniaja swe potozenie. Proces taki opisuje np. losowe poszukiwanie
pokarmu przez zwierz¢ta na ograniczonym terenie [3,27]. W takiej sytuacji uzasadnione wydaje
si¢ by¢ zastosowanie roéwnan wyprowadzonych w oparciu o entropie nieaddytywne, ktére daja
funkcje Greena o ograniczonym nosniku. Mozna powiedzie¢, ze w tym przypadku ograniczony
nos$nik jest ,,zaleta” rozktadu.

Parametry ¢ i (); moga by¢ wyznaczone z rownan (4.1), (4.2), (4.3) i (4.4). Parametry o i D,
sa zdefiniowane przez relacj¢ (1.1), ale relacja ta nie daje mozliwosci wyznaczenia ich wartosci
na podstawie eksperymentow. W tej sytuacji potrzebne sa inne funkcje, ktére moga by¢ mierzalne
eksperymentalnie. Jedng z takich funkcji jest czasowa ewolucja ilosci substancji M (t; z;) uwol-
nionej z uktadu, w ktérym cienka membrana umieszczona w punkcie ), oddziela jednorodny
roztwor zajmujacy obszar (—oo, x7) od rozpuszczalnika; membrana jest wowczas traktowana jak
catkowicie absorbujaca Sciana lub czasowa ewolucja strumienia J(¢; z),) przeptywajacego przez
te¢ membrang, z ktérych mozna wyznaczy¢ parametry subdyfuzji. Innymi metodami wyznaczenia
parametréw subdyfuzji i nastgpnie wartosci parametréw ¢ i (); jest czasowa ewolucja warstwy
przymembranowej [22, 23] lub czasowa ewolucja frontu reakcji w uktadzie w ktérym wystgpuja
reakcje chemiczne [24].
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