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APROKSYMACJA PRZY POMOCY OPERATOROW BERNSTEINA
BARBARA WOLNIK I JACEK GULGOWSKI

STRESZCZENIE. W niniejszym artykule przedstawiamy wybrane wtasno$ci aproksymacyjne wielo-
mianéw Bernsteina funkcji ciagtej f: [0, 1] — R w r6znych przestrzeniach funkcyjnych. Podajemy
réwniez przyklady zastosowan tych aproksymacji do rozwiazywania zagadnien dla réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych.

1. WIELOMIANY BERNSTEINA I ICH PODSTAWOWE WEASNOSCI

Wielomiany Bernsteina wystgpuja w klasycznym dowodzie twierdzenia o gestosSci zbioru wielo-
mianéw w przestrzeni funkcji ciagtych C|0, 1] z norma supremum. Okazuje si¢ bowiem, ze dzigki
nim otrzymujemy prosty przepis na zbudowanie ciagu wielomianéw jednostajnie zbieznego do za-
danej z gory funkcji ciagtej u: [0, 1] — R, co daje konstrukcyjny dowdd twierdzenia Weierstrassa
z 1885 roku. Jest to o tyle wazne, ze na przyktad wielomiany interpolacyjne o ustalonych weztach
interpolacji nie maja tej wtasnosci.

Definicja 1.1. Niech u: [0,1] — R oraz n € N . Wtedy n-tym wielomianem Bernsteina funkcji
u nazywamy wielomian B,,(u): [0, 1] — R dany wzorem

B0 =3 (1) (£) ta oy

o \k n
Zasadnicze twierdzenie przesadzajace o wadze tej definicji podane zostato w 1912 roku przez

Siergieja Bernsteina (por. [1]) 1 brzmi tak:

Twierdzenie 1.2. Dia kazdej funkcji ciqgtej u: [0,1] — R odpowiadajqcy jej ciag wielomianéw

Bernsteina B,,(u) zbiega jednostajnie do funkcji u.

Do dowodu twierdzenia odesta¢ mozemy np. do poSwigconej wielomianom Bernsteina mono-
grafii [15], w jezyku polskim mozemy poleci¢ pozycje [17].

W dalszym ciagu przestrzeni Banacha funkcji ciagltych z norma supremum oznacza¢ bedziemy
symbolem C|0, 1], za$ normg¢ w tej przestrzeni jako || - ||. W tym ujeciu twierdzenie Bernsteina
zamyka si¢ w zapisie:

Vu e C([0,1]) nggloo || B (1) — |0 = 0.
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Zauwazmy, ze definicja wielomianéw Bernsteina zadaje nam odwzorowania liniowe
B,: C[0,1] — C][0, 1]. Naturalne pytanie o ciagtos¢ tych operator6w uzyskuje natychmiastowa
odpowiedz.

Lemat 1.3. Dla kazdego n € N operator liniowy B,,: C[0,1] — C|0, 1] jest ciagly, a jego norma
wynosi 1.

Dowod. W pierwszej kolejnoSci zauwazmy, ze

a0 < 3 (iD= o < 3 (7l = 07 =

k=0
Dodatkowo, dla funkcji u(t) = 1 mamy B,,(u) = u. d

Okazuje sig, ze to ostatnie spostrzezenie mozna wzmocnié, gdyz kazdy operator B5,, odtwarza
funkcje liniowe, tj. jesli u: [0,1] — R dana jest wzorem u(t) = at + b, to B,,(u) = u. Niestety,
operatory 3, nie odtwarzaja wielomianéw stopnia wigkszego niz 1. Mozemy to zaobserwowac na
rysunku 1.

14

1.2 B4

RYSUNEK 1. Funkcja u(t) = ¢? (linia przerywana) oraz cztery poczatkowe wie-
lomiany Bernsteina tej funkcji (linie ciagte) — poczawszy od funkcji najwigkszej
Bi(u), Ba(u), Bs(u), Ba(u)

Widzimy, ze dla funkcji u(t) = t* mamy

Bu(w)(t) = 2+ 00,

co pokazuje, ze w przypadku tej funkcji ciag wielomianéw B,,(u) zbiega do u dos¢ wolno — jak
%. Voronowskaja w 1932 roku udowodnita, ze takie samo tempo zbieznoSci obserwujemy w przy-
padku kazdej funkcji u, ktéra jest dwukrotnie rézniczkowalna (por. [15]).
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Twierdzenie 1.4. Niech u € C|0, 1]. Wowczas

t(l B t) u”(t)

dla wszystkich t € [0, 1], w ktdrych funkcja u jest dwukrotnie rézniczkowalna.

lim n(B,(u)(t) —u(t)) =

n—-+o0 2

Tempo zbieznos$ci wielomianéw Bernsteina daje si¢ oszacowac nieco ogdlniej — bez wymagania
dwukrotnej rézniczkowalnos$ci funkcji u. Dwa ponizsze twierdzenia podane sa za monografig [15].

Twierdzenie 1.5. Niech u € C[0, 1]. Wowczas dla kazdego n > 1
5 1
).

[ Bn(u) — uflos < ZWU<
Twierdzenie 1.6. Jesli u € C|0, 1] posiada ciqgta pochodnaq, to dla kazdego n > 1

T 4"n
1

1B 0) =l < § il 72).

W powyzszych twierdzeniach funkcja w,: [0, +00) — [0, 4+00) oznacza tzw. modut ciagtosci
funkcji v, tzn.

(1.1) wy () = sup{|v(t) — v(s)|: t,s € [0,1] oraz |t — s| < d}.

Jak wida¢ tempo zbieznoSci nie jest oszatamiajace — co wigcej mozna pokazac, ze istnieja funk-
cje ciagte, dla ktorych tego tempa nie mozna poprawic.

Ciekawe zachowanie wielomianéw Bernsteina mozemy zaobserwowac kiedy popatrzymy na
nie z punktu widzenia wariacji (wahania) funkcji f (o wahaniu funkcji poczyta¢ mozna w ksiazce
[17).

1
Twierdzenie 1.7. Dla funkcji ciggtej u: [0, 1] — 400 0 ograniczonej wariacji \/ u mamy
0
1

\/ B(u) < \O/u.

0
Co wigcej, rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja u jest monotoniczna.

Przyjrzyjmy si¢ teraz kilku waznym zaletom operatoréw Bernsteina B,, dotyczacym zachowy-
wania pewnych szczegélnych wilasnosci funkcji w.
Twierdzenie 1.8. Operatory Bernsteina B,, sq monotoniczne, tzn. jesli ui(t) < us(t) na [0, 1], to
dla kazdego t € [0, 1] zachodzi B, (uy)(t) < Bp(uz)(t).

Fakt ten jest rOwnowazny stwierdzeniu, ze wielomian Bernsteina funkcji nieujemne;j jest funkcja
nieujemna. Prosty dowdd tego twierdzenia, jak i kolejnego, znaleZz¢ mozna w [21].
Twierdzenie 1.9. Jesli u € C([0, 1]) jest funkcjq rosngcq, to réwnie? funkcja B,,(u) jest rosngca
na [0, 1]. Jesli zas funkcja u € C([0, 1]) jest wypukta, to funkcja B, (u) takze jest wypukia.

2. OPERATORY BERNSTEINA W INNYCH PRZESTRZENIACH BANACHA

Dobre wtasnosci operatoréw B,,, takie jak zachowywanie dodatnio$ci, monotonicznosSci czy wy-
puktosci funkcji, sa konsekwencja nastgpujacego faktu dotyczacego C” ([0, 1]), przestrzeni funkcji
o ciaglej pochodnej rzgdu r.



4 B. WOLNIK IJ. GULGOWSKI
Twierdzenie 2.1. Jezeli u € C" ([0, 1]) dla pewnego r € Ny oraz

vt € [0,1] m <u(t) < M,
to dlan > r zachodzi

vt €[0,1] ¢,m < B (u)(t) < e, M,

gdzie co = c¢; = 1 oraz dla 2 < r < n definiujemy c, = ¢, (1 - ﬂ)

n
Wynik ten mozna znalez¢ np. w [21], tam tez mozna przesledzi¢ dowdd nastgpujacego faktu,
pokazujacego site wielomianéw Bernsteina.

Twierdzenie 2.2. Jezeli u € C"([0, 1)) dla pewnego r € Ny, to ciqg wielomianow B'") (u) zbiega
jednostajnie do u") na [0, 1].

Zanim przejdziemy do pytan o ciaglo$¢ operatoréw Bernsteina w przestrzeniach C7 ([0, 1]),
wprowadzmy pojecie funkcji holderowskie;.

Definicja 2.3. Méwimy, ze funkcja u: [0,1] — R spetnia warunek Holdera z wyktadnikiem
a € (0,1] oraz statg L > 0, jesli
Vt, s € 10,1] |u(t) — u(s)| < |t — |
W 1938 roku Kac ([11], [12]) pokazal nastgpujace tempo zbieznoSci dla funkcji holderowskich
(inny dowéd mozna znaleZ¢ w pracy Mathé [19]):

Twierdzenie 2.4. Zatéimy, ze u: [0,1] — R spetnia warunek Héldera z wyktadnikiem o € (0, 1]
oraz statq L > 0. Wowczas

Ve [0,1] |Bo(u)(t) —u(t)| < L (t(l - ”)aﬂ <I ( ! )W.

n 4n

W pracach [16] oraz [3] autorzy pokazali nastepujacy wynik

Twierdzenie 2.5. Jesli u: [0,1] — R spetnia warunek Holdera z wyktadnikiem o € (0, 1] i sta-
tq L > 0, to jej wielomian Bernsteina B,(u) réwniez spetnia warunek Héldera z tym samym
wyktadnikiem o i tq samq statq L.

Dla o = 1 rezultat ten zostat opublikowany wcze$niej w pracy [9].
Zauwazmy, ze zbior
Lipa([0,1]) = {u: [0,1] = R: IL>0Vt,s € [0,1] |u(t) —u(s)] < [t —s|*}

jest przestrzeniag Banacha z norma

Ul = ||Ulloo + SUp @ —F—F7— =

= ||ullc + sup max utt + 1) = u(t) =: [Ju)|oo + |tla-
0<h<1t€[0,1-h] he

Jako wniosek z Twierdzenia 2.5 otrzymujemy zatem, ze operator B,, przeksztaltca Lip, ([0, 1])
w siebie. Mozna wigc pytaé o ograniczono$¢ operatoréw Bernsteina w przestrzeniach Lip, ([0, 1])
dla a € (0, 1]. Autorzy pracy [6] uzyskali pozytywna odpowiedZ w stosunku do bardziej ogélnego
zagadnienia, uwzgledniajacego réwniez przestrzenie C” ([0, 1]).
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Dlar € Ny oraz 0 < a < 1 zdefiniujmy nastgpujaca przestrzefi Banacha

e ((0,1]) = { & C(0,1): fulla = 37 u® oo + [u®] < oo} .
k=0

Twierdzenie 2.6. Niech u € C"*([0, 1)), gdzie r € Ny oraz 0 < a < 1. Wredy
[Bn(u) = ullra < Crllulflra,

gdzie stata C,. zalezy jedynie od r.

W ramach uzupetnienia powyzszych informacji warto zwréci¢ uwagg na to, ze analogiczne py-
tania tego typu mozna zadawac réwniez dla funkcji u niekoniecznie spetniajacych warunek Hol-
dera, posiadajacych jednak ustalony modut cigglosci w —1 te pytania rowniez znajduja interesujaca
odpowiedz (por. [13]):

Twierdzenie 2.7. Jezeli funkcja u: [0, 1] — R jest ciagla, zas w, jest jej modutem ciqgtosci danym
wzorem (1.1), to

WB, () (8) < dwy(s), dlas>0.

Podobne pytania mozemy zadaé dla przestrzeni funkcji o ograniczonym wahaniu, a $ciSlej dla
jej domknigtej podprzestrzeni ztozonej z funkcji ciagtych. Niech

CBV[0,1] = {u € C[0,1]: \l/u < 400}

Z norma
1

[ullBv = [u(0)] + \O/U

Prostym spostrzezeniem jest nastgpujacy lemat
Lemat 2.8. Operator B,,: CBV|0,1] — CBV[0, 1] jest ciagty i jego norma wynosi 1.

Dowod. Ze wzglgdu na wspomniang w Twierdzeniu 1.7 wlasno$§¢ mamy

1

[Buullpy = |Bu(u)(0)] +V Ba(u) < [u(0)] + \O/u = [lullsv.

0

Z kolei dla funkcji stale réwnej 1 zachodzi rownos¢

1B (Vv = 1 v,

co ostatecznie dowodzi, ze || B, || = 1. O
Tym razem jednak sytuacja jest nieco inna niz w poprzednio rozpatrywanych przestrzeniach.
1
Jezeli zapytamy, czy \/(B,(u) — u) — 0, to niestety odpowiedz jest (ogélnie) negatywna. Méwi
0

o tym nastgpujace twierdzenie podane w [5]:

Twierdzenie 2.9. Funkcja w: [0,1] — R jest absolutnie ciqgla wtedy i tylko wtedy, gdy
1

\/(Bn(u) —u) — 0.

0
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3. APROKSYMACJA ZAGADNIEN DLA ROWNAN ROZNICZKOWYCH ZWYCZAJNYCH

W pracy [18] podano metodg¢ aproksymacji rozwigzan liniowego zagadnienia poczatkowego dla
liniowego réwnania r6zniczkowego zwyczajnego

3.1) {x'(ﬂ = m(t)x(t) +n(t),

.T(tg) = X,

opartg o twierdzenie pochodzace od Chaplygina
Twierdzenie 3.1. Niech U(t,x), V(t, ) sq funkcjami spetniajqcymi warunek Lipschitza oraz

Ut,x) < f(t,x) < V(t,z),

wowczas rozwiqzania u(t) oraz v(t) zagadnieri

{:c’(t) = U(t, ),
Jf(to) = 29
oraz

{x’(t) = V(t,z),

[E(to) = 29

spetniajq u(t) < z(t) < v(t), gdzie x(t) jest rozwiqzaniem zagadnienia

{m) = f(t, @),

x(tg) = .

W metodzie tej konstruowane sg kolejne przyblizenia u,(t), v,(t) — oparte wtasnie na wielo-
mianach Bernsteina odpowiednich funkcji.

Z kolei w pracy [2] zaproponowano by podczas rozwiazywania zagadnienia brzegowego Dir-
chleta dla réwnar rézniczkowych liniowych drugiego rzgdu poszukiwaé aproksymacji rozwiazania
postaci

P(t) = ;})Ck <Z> (1 — )t

gdzie wspétczynniki C), mogtyby by¢ poszukiwane przy pomocy metody Galerkina. Podane w
pracy przyktady pokazuja, ze wykorzystanie wielomianéw Bernsteina stopnia 45 daje doktadnos¢
aproksymacji rzedu tej jaka maja liczby zmiennoprzecinkowe podwdjnej precyzji (czyli 10719).
Widzimy wigc, ze — z jednej strony, do uzyskania odpowiedniej doktadnosci, musimy braé wie-
lomiany odpowiednio wysokiego stopnia — z drugiej, jednak, strony wymiar przestrzeni, w ktérej
poszukujemy rozwiazan aproksymujacych nie jest zbyt wielki. W pracy [2] wymiar przestrzeni, w
ktorej ulokowane sa rozwigzania zlokalizowany jest — w pewnym sensie — eksperymentalnie, warto
jednak zwrécié uwage na to, ze wymiar ten mozna oszacowaé w oparciu o twierdzenia pokazujace
tempo zbieznosci.

Podobne podejscie mozna rowniez zastosowac do rozwigzywania duzo bardziej ztozonych, nie-
liniowych zagadnien brzegowych (np. Dirichleta) dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych drugie-
go rzgdu.
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Rozwazmy zagadnienie brzegowe
u’'(t) + p(t,u(t),u'(t)) =0 dlate (0,1)
u(0) = u(1) = 0.

dla funkcji ciagtej ¢: [0,1] x R x R — R.
Wiadomo (por. [10]), ze istnieje liniowy i ciagly operator T': C|0, 1] — C*[0, 1], dla ktérego

Th_uﬁ{u (t)+h(t)=0 dlate (0,1),

(3.2)

u(0) = u(1) = 0.
Z powyzszym zagadnieniem (3.2) mozemy skojarzy¢ ciag zagadnien

33) (8 + g (7)o (5 uld), w ()1 — )"k =0 dlat € (0,1),
' u(0) =u(l) =0.

Tak postawiony problem jest wtasciwie skoficzenie wymiarowy — jego rozwigzaniem jest wie-
lomian stopnia co najwyzej n + 2. Dobrze to wida¢, gdy popatrzymy na to zagadnienie w jezyku
odwzorowan w przestrzeniach Banacha. W ten sposéb z zagadnieniem (3.2) mozemy skojarzy¢ od-
wzorowanie f: C*[0,1] — C*[0, 1] dane wzorem f(u) = u—T®(u), gdzie ®: C*[0,1] — C[0,1]
jest odwzorowaniem Nemytskiego skojarzonym z ¢, danym wzorem ®(u)(t) = o(t, u(t), u'(t)).
Oczywiscie f(u) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy u jest rozwigzaniem zagadnienia (3.2).

Zauwazmy, ze wowczas zagadnienie (3.3) mozemy zapisa¢ przy pomocy réwnania f,(u) = 0,
gdzie f,,: C'[0,1] — C'[0, 1] dane jest wzorem

(3.4) fo(u) =u —TB,®(u).
Jezeli funkcja o nie zalezy od v/, tzn. : [0, 1] X R — R, to réwnanie (3.4) mozemy w naturalny

sposob potraktowac jako zagadnienie skonczenie wymiarowe. Ot6z rownowaznym do (3.4) jest
réwnanie g,(x) = 0, dla funkcji g, : R"*! — R"*! danej wzorem

(@) =2 = A, (0,20), ) ol )

gdzie © = (zg,...,1,), za$ A,: R™™ — R"*! jest odwzorowaniem liniowym o macierzy [a; ;|
ai; = ()@ Q=" )().

Rzeczywiscie, zagadnienie (3.3) moze by¢ zapisane inaczej jako

" (n ko k

3.5 =T —,u(— tkl—t"’“}
35) w=1[3 (el u e

Zal6zmy bowiem, ze istnieje rozwigzanie u € C 1[0, 1] zagadnienia (3.5). Zauwazmy, ze jesli do
wzoru (3.5) podstawimy ¢ = £, uzyskamy

=)= —u(—=)[Tt" (1 —t =
oty = 3= (el u Dt a— oyl
co pokazuje, ze g, (z) = 0, dla z = (zo, 21, . .., T,) oraz z; = u(2).

Z drugiej strony, jesli * = (zo,...,7,) € R™"! jest zerem odwzorowania g,, to funkcja

u(t) = zn: (n) cp(:, ) T[t* (1 — t)"*] jest rozwiazaniem (3.5).
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W pracy [8] pokazane sa dobre wilasnosci tej aproksymacji — w szczegdlnosci to, ze jej roz-
wiazania leza blisko rozwigzan aproksymowanego zagadnienia (3.2). Jest to oczywiscie dobra
wiadomosé, jednak sam fakt tego rodzaju zgodno$ci zagadnienia aproksymujacego z aproksymo-
wanym nie jest niczym szczegdlnym — podobnie zachowuje si¢ wiele schematéw numerycznego
rozwigzywania zagadnien dla réwnan rézniczkowych (patrz [14],[7]). Duzo wazniejsza zaleta jest
to, ze ze wzgledu na fakt, iz wielomiany Bernsteina generowane sa przez ciagle odwzorowanie
liniowe B,, o normie 1 oraz w odpowiedniej normie zachodzi || B,,(u) — u|| — 0, mozemy przy
pomocy operatora 53, budowaé, w naturalny sposéb, przerdzne schematy aproksymacyjne. Co
wigcej, mozemy zapewnié sobie wymagana gladkos$¢ uzyskiwanych aproksymacji. Cho¢ tempo
zbieznosSci wielomianéw Bernsteina nie jest oszatamiajace — zwykle wigc nie wykorzystuje sig tak
konstruowanych schematéw do poprawienia wydajnosci algorytmow, to jednak pojawito si¢ wiele
pomysiéw na poprawienie tempa zbieznoSci. Warto w tym miejscu wspomnie¢ cho¢by o pracy
[4] wprowadzajacej liniowe kombinacje wielomianéw Bernsteina, pracy [22] proponujacej uogol-
nienie wielomianéw Bernsteina w postaci g-wielomiandw, czy pracy [20] przedstawiajacej zalety
iterowanych aproksymacji.
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